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Abstract. — Let F be a p-adic iîeld with residue class field k. We investigate the structure of 
certain mod p universal modules for GL3(F) over the corresponding Hecke algebras. 

To this end, we first study the structure of some mod p universal modules for the finite group 
GL„(fe) as modules over the corresponding Hecke algebras. We then relate this finite case to the 
p-adic one by using homological coefficient Systems on the the affine Bruhat-Tits building of GL3. 

Suppose that k has cardinality p. We prove that the mod p universal module of GL3(F) relative 
to the Iwahori subroup 1 is flat and projective over the Iwahori-îîecke algebra; this universal 
module is the space of compactly supported functions on GL3 (F) with values in Fp and invariant 
by translations by 1. When replacing the Iwahori subgroup of GL3(F) by its pro-p-radical, we prove 
that the corresponding module is flat over the pro-p Iwahori-Hecke algebra if and only if p = 2. 
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Introduction 

Désignons par F un corps localement compact non archimédien de caractéristique résiduelle 
p et de corps résiduel k. Soit n > 1 un entier. Les représentations considérées sont à coefficients 
dans une clôture algébrique Fp de k. Si ce sont des représentations de GL„(F), elles sont de 
plus lisses. La question de la platitude du module universel relatif à un sous-groupe compact 
maximal de GL„(F) sur l'algèbre de Hecke sphérique a été fructueusement abordée ([2], |16j ). 
Nous considérons dans cet article le module universel relatif au pro-p-sous-groupe d'Iwahori 
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standard Ii (respectivement au sous-groupe d'Iwahori standard I) de GL„(F) en caractéristique 
p. Le principal résultat obtenu concerne le cas n = 3. 

Associer à une représentation de GL„(F) son espace des invariants sous l'action de Ii définit 
un foncteur naturel de la catégorie des représentations vers celle des modules (à droite) sur 
l'algèbre de Hecke "K du pro-p-sous-groupe d'Iwahori de GL„(F). Notons C l'induite compacte 
du caractère trivial du pro-p-sous-groupe d'Iwahori de GL„(F) : c'est une représentation de 
GL„(F) et un CK- module à gauche que l'on appellera module universel. Via le produit tensoriel 
d'un ^{-module à droite par C au dessus de "K, on définit un adjoint à gauche £^ du précédent 
foncteur des pro-p- invariants. L'objet de cet article est d'étudier l'exactitude de cet adjoint, 
autrement dit la platitude du module universel C sur l'algèbre de Hecke !K. 

Considérons d'abord le cas n = 2. Il est prouvé dans |26j que le foncteur J7 est exact 
(lorsque l'on se restreint à la catégories des représentations et modules avec action scalaire du 
centre de GL2(F)) si et seulement si le corps résiduel de F est de cardinal égal à p. Quand ce 
foncteur n'est pas exact, il est donc vain d'espérer que le foncteur des pro-p- invariants fournisse 
une équivalence entre les !K-modules et les représentations engendrées par leurs pro-p-invariants 
(avec action scalaire du centre de GL2(F)). Et parmi les candidats restants, Qp est l'unique 
corps F pour lequel cette équivalence de catégories est réalisée (voir |27j . et un argument non 
publié de Paskunas pour le cas des extensions totalement ramifiées de Qp). En 2004, Vignéras 
a établi la classification des modules simples de l'algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(F) 
( |36j ). classification qui ne fait pas intervenir la nature du corps F, c'est-à-dire qui ne dépend 
pas de la caractéristique (0 ou p) de F. Associée à l'équivalence de catégorie suscitée, cette 
classification permet de retrouver celle des représentations irréductibles de GL2(Qp) obtenue 
par Barthel-Livné et Breuil ([T], [6]). 

Passons maintenant au cas général de GL„(F), n ^ 2. La combinatoire des modules sur 
l'algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL„(F) est désormais bien comprise ( |37| . |25j . |28| ). 
Comme dans le cas n = 2, la classification des modules simples met en évidence une coïncidence 
numérique dont les conséquences du côté des représentations de GL„(F), n ^ 3 sont encore 
mystérieuses : les classes d'isomorphismes de modules simples de dimension n dits supersinguliers 
sont en bijection avec les classes d'isomorphismes des représentations irréductibles de dimension 
n du groupe de Galois absolu de F ( [28j ). 

Outre le module universel S, définissons l'induite compacte C du caractère trivial du 
sous-groupe d'Iwahori de GL„(F) et l'algèbre de Hecke IK' des endomorphismes de S' comme 
représentation de GL„(F). Pour étudier la platitude du ^{-module S et du ^{'-module C, 
nous proposons une approche qui souligne que les critères obtenus proviennent des propriétés 
des objets analogues dans le cas fini que nous définissons ci-après. Suivant cette méthode, le 
résultat principal obtenu est le suivant : 

Théorème. — Supposons que le corps résiduel de F est de cardinal p. 

(1) L'induite compacte C du caractère trivial du sous-groupe d'Iwahori de GL3(F) est un 
module plat et même projectif sur l'algèbre de Hecke-Iwahori "K' . 
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(2) L'induite compacte C du caractère trivial du pro-p- sous- groupe d'Iwahori de GL3(F) est 
un module plat sur la pro-p-algèbre de Hecke si et seulement si p = 2 auquel cas il est même 
projectif. 

Remarquons que lorsque l'on travaille avec des représentations complexes, il est connu ([4]) 
que C est un module plat sur 'K' , et ce quels que soit n et le cardinal de A;, et le foncteur des 
I- invariants fournit une équivalence entre la catégorie des représentations de GL„ (F) engendrées 
par leurs vecteurs I-invariants et les ^{-modules. 

Décrivons maintenant la méthode suivie pour démontrer le théorème. Désignons par 
l'anneau des entiers de F, par zu une uniformisante, et par q le cardinal du corps résiduel k 
on q est une puissance de p. Soit K le sous-groupe compact maximal GL„(0) de GL„,(F). Par 
réduction modulo zu, on dispose d'un morphisme surjectif de K dans le groupe réductif fini 
GL„(fc). Soit B le sous-groupe de Borel de GL„(A;) des matrices triangulaires supérieures et U 
son radical unipotent. Les images inverses de B et U dans K par la réduction modulo sont 
respectivement le sous groupe d'Iwahori I de GL„(F) et son pro-p sous-groupe de Sylow Ii. On 
note respectivement C et C' l'induite à GL„,(A;) du caractère trivial de U et de celui de B, et H 
et H' les algèbres de Hecke de leurs GL„(A;)-endomorphismes. Les parties [T] à H] de cet article 
étudient certaines catégories de représentations modulo p de GL„(F) et explorent la dialectique 
entre représentations et modules sur l'algèbre de Hecke dans ce cas dit fini. 

Une classification des représentations irréductibles modulo p de GL„(A;) est donnée par |13| : 
toute représentation irréductible y est explicitée comme quotient de la représentation universelle 
C ; de plus, le foncteur qui à une représentation associe son sous-espace U-invariant induit une bi- 
jection entre les représentations irréductibles de GL„(A:) et les H-modules simples. Restreignons 
ce foncteur des U-invariants à la sous-catégorie pleine des représentations (de dimension finie) 
engendrées par leurs vecteurs U-invariants et notons-le alors 3". Comme dans le cas p-adique 
évoqué plus haut, le produit tensoriel par C au dessus de H permet de définir un adjoint à gauche 
de 3" que l'on note T. En s'appuyant fondamentalement sur un résultat de [llj qui exploite la 
propriété d'auto-injectivité de l'algèbre de Hecke finie H, on démontre que 3" est une équivalence 
de catégories si et seulement si T est un foncteur exact (proposition [TTTH]) . Et il s'avère que cette 
condition n'est vérifiée que dans les seuls cas 011 n = 1, ou bien n = 2 et q = p (propositions 
12.21 et I4.13P . Les cas de n = 2 et n = 3 sont traités directement en travaillant sur les suites de 
décompositions des séries principales. Le cas de n > 4 s'en déduit par un processus d'induction 
parabolique, en étudiant le module universel et l'algèbre de Hecke relatifs à un sous-groupe de 
Lévi standard M de GL.„(A:) (corollaire 13.21 p . 

La partie [5] établit le premier pas du passage du cas fini au cas p-adique. On note Ki le 
sous-groupe de congruence de K des matrices égales à l'identité modulo w. On démontre que le 
CK-module à gauche des Ki invariants de C est plat (et même projectif) si et seulement si C 
est un H- module plat (proposition 15. 15( ). Plus généralement, on déduit de l'étude de H-modules 
de la forme C'^^ (oii N est un sous-groupe de U) des critères de platitude pour les JC-modules à 
gauche de la forme (où ^ est le sous-groupe de Ki image réciproque de N par réduction 
modulo w). 
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Les parties [6] et [7] sont respectivement consacrées à l'étude de la platitude du [K-module 
universel C pour GL2(F) et GL3(F). Elles reposent de façon essentielle sur un résultat de 
Schneider et Stuhler ( |31| ) qui nous assure que le [K-module universel S est l'homologie de niveau 
du système de coefficients ^{-équivariant sur l'immeuble qui lui est naturellement associé. Ainsi, 
on dispose d'une résolution de C par des sommes directes de copies de ^{-modules à gauche de 
la forme C"^ dont nous savons déterminer la platitude par la partie [5j 

On établit dans la partie O que lorsque n = 2 le ^{-module C est plat si et seulement si q = p. 
Notons que ce résultat étend celui de |26] précédemment cité, puisqu'ici on travaille avec le 
module universel pour GL2(F) et non celui de GL2{F)/w^. Ajoutons que lorsque F = Qp, le 
résultat de Schneider et Stuhler associé à l'équivalence de catégories entre représentations et 
modules permet de donner une autre preuve de l'existence d'une présentation standard pour les 
représentations admissibles de GL2(Qp), résultat prouvé pour la première fois par Colmez ( |15j ) 
(également prouvé dans [8], [38j, [19], [TT]). 

Dans la partie O on exploite les résultats de la partie [5] et une propriété fine de la combinatoire 
des sommets de l'immeuble affine de GL3(F) exhibée dans [2] pour prouver le théorème annoncé. 
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1. Représentations de GL„ sur un corps fini 
1.1. Catégories de représentations 

Soit p un nombre premier, soit k un corps fini de caractéristique p et soit Fp une clôture 
algébrique de k. Étant donné un entier n ^ 1, on pose G = GL„(/c), et on note U le sous-groupe 
de G constitué des matrices unipotentes supérieures, qui est un p-sous-groupe de Sylow de G. 

Dans cette section, et ce jusqu'à la fin de la section [H par représentation on entend représen- 
tation de dimension finie à coefficients dans Fp. 

Définition 1.1. — On note (G), ou plus simplement la catégorie des représentations 
de G (qui sont de dimension finie et à coefficients dans Fp), et on note S la sous-catégorie pleine 
de M constituée des représentations engendrées par leurs vecteurs U-invariants. 
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Étant données des représentations Vi, V2 dans on note HomG(Vi, V2) l'espace des homo- 
morphismes de représentations de Vi dans V2, c'est-à-dire l'espace des applications R- linéaires 
G-équivariantes de Vi dans V2. On note EndG(Vi) la R-algèbre des endomorphismes de Vi. 

Le résultat classique suivant est essentiel dans l'étude de la catégorie Si V est une repré- 
sentation de G, on note l'espace de ses vecteurs U-invariants. (Pour une preuve, on renvoie 
à [33], paragraphe 8.3, proposition 26.) 

Lemme 1.2. — Pour toute représentation V dans on a V'^ = si et seulement si V = 0. 

On note C la représentation de G induite à partir du caractère trivial de U. Il s'agit de l'espace 
des fonctions de G dans R qui sont invariantes par translations à gauche par U, muni de l'action 
de G par translations à droite. C'est une représentation appartenant à S", puisqu'engendrée 
par la fonction caractéristique de U, notée lu, qui est U-invariante. (Plus généralement, étant 
donnée une partie X de G, on note Ix sa fonction caractéristique.) 

Si V est une représentation de G et si / S HomG(C, V), le vecteur /(lu) est invariant par U. 
En outre, l'application / /(lu) est un isomorphisme de R-espaces vectoriels de Home (G, V) 
dans V'^ (réciprocité de Frobenius). On a le résultat suivant. 

Lemme 1.3. — Une représentation de G appartient à S" si et seulement s'il existe un entier 
b ^ 1 tel qu'elle soit isomorphe à un quotient de C^. 

Démonstration. — Soit V une représentation de G, et soit 6 ^ 1 un entier. Par réciprocité de 
Frobenius, on a un isomorphisme de R-espaces vectoriels : 

HomG(C^V) ^ (V^)^ 

associant à tout homomorphisme de G^ dans V une famille de b vecteurs U-invariants de V, et 
un tel homomorphisme est surjectif si et seulement si la famille qui lui correspond engendre V 
comme représentation de G. □ 

Remarque I.4. — La sous-catégorie S' est stable par quotients dans On verra plus loin 
qu'elle n'est pas toujours stable par sous-objets dans c'est-à-dire qu'une sous-représentation 
dans ^ d'un objet de S" n'appartient pas toujours à S". 

Si V est dans on désigne par la sous-représentation de V engendrée par V^. Elle est 
dans (a, et l'espace de ses vecteurs U-invariants est égal à V^. Le lemme suivant compare les 
notions de noyau et d'image dans ^ et dans S". 

Lemme 1.5. — Soient Vi,\2 des représentations dans S". Tout homormophisme de représen- 
tations f G HomG(Vi,V2) a un noyau et une image dans S , et on a : 

Ker^(/) = Ker.^(/)t et Im^(/) = Im.^(/). 

Démonstration. — Puisque Im^(/) est un quotient de Vi et que Vi est dans le lemme [L3] 
implique que Im,c^(/) est dans , ce qui donne la seconde égalité. 

Pour la première égalité, il suffit de vérifier que si V est une sous-représentation de Ker<^(/) 
engendrée par V^, alors V est en fait une sous-représentation de Ker^(/)^. □ 
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Corollaire 1.6. — Soient Vi dans S et Y 2 dans M. On a un isomorphisme canonique : 

Hom,«(Vi, V2) ~ Hom^(Vi, (Va)^) 

de Y p- espaces vectoriels. 

Démonstration. — Soit / € Hom<^(Vi, V2). On a l'inclusion Im,^(/)^ Ç (V2)^, ce qui entraîne 
l'inclusion Im/^(/) Ç (V2)T d'après le lemme [T31 □ 

En d'autres termes, le foncteur V i-?' est adjoint à droite au foncteur d'inclusion de S dans 

M. 

On note V 1-^ = Honip (V, Fp) le foncteur exact de la catégorie ^ dans elle-même 
associant à toute représentation de G sa représentation contragrédiente. 

Lemme 1.7. — La représentation C est isomorphe à sa contragrédiente. 

Démonstration. — Si l'on identifie C à l'espace des fonctions de U\G dans Fp, l'espace dual est 
engendré par les fonctions d'évaluation ev(x) : / i-7> f{x), pour x G U\G. On vérifie que : 

g • ev(x) = ev{xg~^), 

pour tout (7 S G, de sorte que l'homomorphisme Fp-linéaire 1^ 1— ?> ev(x), associant à la fonction 
caractéristique Ix de la classe x G U\G sa fonction d'évaluation, est un isomorphisme de repré- 
sentations de G. □ 

On vérifie au moyen des lemmes 11.31 et 11.71 qu'une représentation de 1% appartient à si et 
seulement s'il existe un entier b ^ 1 tel que sa représentation contragrédiente soit isomorphe à 
une sous-représentation de C^. 

Définition 1.8. — On note la plus grande sous-catégorie pleine de S qui soit stable par le 
foncteur V i-)- . 

D'après ce qui précède, =^ est la sous-catégorie pleine de ^ constituée des représentations qui 
sont à la fois quotients et sous-représentations de pour un entier 6^1 assez grand, ou encore, 
si l'on préfère, des représentations images d'un élément de EndG(C'') pour un entier 6^1. 

Si V est dans on désigne par le plus grand quotient de V appartenant à qui s'identifie 
à V"^^^. Le foncteur V 1— )• est adjoint à gauche au foncteur d'inclusion de dans S. 

1.2. L'algèbre de Hecke 

On note : 

H = EndG(C) 

la Fp-algèbre des G-endomorphismes de C. Par réciprocité de Frobenius, elle s'identifie canoni- 
quement à l'espace des fonctions de G dans Fp invariantes par U par translations à droite 
et à gauche, muni du produit de convolution d'unité lu- 

Soient T le tore déployé de G composé des matrices diagonales et B le sous-groupe de Borel 
standard composé des matrices triangulaires supérieures de G. On note $ = <Î>+U<Ï>~ l'ensemble 
des racines (décomposé en racines positives et négatives) et II l'ensemble des racines simples. On 
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note Wo le sous-groupe de G constitué des matrices de permutation. C'est un groupe de Coxeter 
de système générateur Sq = {si, • • • , Sn-i}) 011 Sj désigne, pour tout entier i € {1, . . . , n — 1}, la 
transposition entre i et i + 1. On note : 

4 : Wo ^ Z^o 

l'application longueur qui lui correspond. Le groupe Wq agit naturellement sur l'ensemble des 
racines <î>, et l'on désignera par w ■ a\a. racine conjuguée de a € $ par w S Wq. L'entier lo{w) 
est le nombre de racines positives rendues négatives par l'action de w, c'est-à-dire le cardinal de 
{w ■ <î>+) n On note : 

W = Wo X T 

le produit semi-direct de Wq par T (où Wq agit sur T par conjugaison). On définit une action 
de W sur ainsi qu'une application longueur £ sur W, par inflation à partir de celles sur Wq. 
Les éléments de longueur nulle de W sont donc exactement les éléments de T. Le groupe W 
constitue un système de représentants des doubles classes de G modulo U. En particulier, les 
fonctions caractéristiques : 

(1.1) Tyj = lu«;U, w ^W, 
forment une base de H comme Fp-espace vectoriel, et on a : 

(1.2) U-WUW'U = UWU TyjTyjl = Tyj^l ^ l{w) + l{w' ) = l{ww' ) 

pour tous w,w' G W. L'ensemble {rs,Tt | s G Sq, t € T} constitue donc un système générateur 
de la Fp-algèbre H. 

On note ^(H), ou plus simplement la catégorie des modules à droite de type fini sur H. 
Si tni,m2 sont deux modules dans on note HomH(tTii, m2) l'espace des homomorphismes de 
H-modules à droite de mi dans m2. On a un foncteur : 

(1.3) V^HomG(C,V) 
de M dans admettant un adjoint à gauche défini par : 

(1.4) m i-^- m (8)H G, 

où G est considéré à la fois comme un H-module à gauche (de type fini) et une représentation 
de G. L'espace HomG(G,V) s'identifie à l'espace des vecteurs U-invariants de V et, si (p 
est un homomorphisme entre deux représentations Vi, V2 de il lui correspond l'application 
H-linéaire de (Vi)^ dans (V2)^ induite par restriction. 

Dorénavant, on se cantonne à l'étude de la catégorie S, et on note 3" la restriction de (|1.3p à 
(3', c'est-à-dire le composé de (jl.Sp avec le foncteur d'inclusion de £' dans âê. 

Lemme 1.9. — Le foncteur : S ^ ./^ est fidèle. 

Démonstration. — Soient Vi, V2 dans et 99 un homomorphisme de Vi dans V2 tel que 3'(v3) = 
0, c'est-à-dire tel que tp soit trivial sur (Vi)^. Il l'est donc également sur la sous-représentation 
de Vi engendrée par (Vi)^, qui est égale à Vi par hypothèse. En conclusion, on a = 0, ce 
dont on déduit que 3" est fidèle. □ 
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Remarque 1.10. — Soit V une représentation de G. Par adjonction, il correspond à l'identité 
de HomH(V^, V^) un homomorphisme CSh C ^ V de représentations de G, dont l'image est 
égale à la représentation définie au paragraphe 11.11 

On note T l'adjoint à gauche de 3", de ^ dans défini par ()1.4p . 

Concentrons-nous momentanément sur la catégorie âê. On note 3".^ la restriction de 3" à 
c'est-à-dire le composé de 3" et du foncteur d'inclusion de dans S". Il admet un adjoint à 
gauche T.^, qui est le composé de T et du foncteur V i-^^ V"'", et qui n'est pas toujours égal à T. 

Remarque 1.11. — Puisque la dualité V i-t- préserve l'irréductibilité et que toute repré- 
sentation irréductible de G est engendrée par ses vecteurs U-invariants (voir le lemme ll.2|) , toute 
représentation irréductible de G est dans 

Le théorème suivant est dû à Cabanes et Enguehard (voir jlH Theorem 1.25]). 

Théorème 1.12 (Cabanes-Enguehard). — Le foncteur 3^ ag est une équivalence de catégories 
entre et .M . 

D'après |1H Proposition 6.11], H est une algèbre de Frobenius. Elle est donc auto-injective 
et on a la propriété suivante (voir |1H Lemma 1.26]). 

Fait 1.13. — Pour tout H-module à droite de type fini m, il existe un homomorphisme injectif 
de m dans H'^, pour un entier d ^ 1 convenable. 

Etant donné un H-module à droite de type fini m, on choisit un entier d ^ 1 et un homomor- 
phisme injectif t de m dans H'^. Ceci permet d'identifier m à un sous-espace de HomG(C,C'^), 
et de former l'image de l'application naturelle : 

m «)H C ^ H'^ (g)H C ~ &, 

qu'on note V = V(m, l). On a le résultat suivant (voir |1H Lemma 1.27]). 

Fait 1.14. — La représentation V est dans , sa classe d'isomorphisme ne dépend pas de l et 
le K-module à droite 3"^(V) est isomorphe à m. 

Voici une autre conséquence de l'auto-injectivité de H qui sera utile au paragraphe 15.31 

Lemme 1.15. — Soient netm des H-modules à gauche. On suppose que n est un sous-module 
de m et un H-module projectif de type fini. Alors n est un facteur direct de m. 

Démonstration. — D'après [3l Proposition 1.6.2 (ii)], le H-module n est injectif. □ 

Signalons que, si G' est un sous-groupe de G, alors C^' est un sous-H-module à gauche de C. 

Corollaire 1.16. — Soit U' un sous-groupe de U. Alors le H-module à gauche C^ ~ H est un 
facteur direct de C^'. En particulier, c'est un facteur direct de C. 

Enfin, puisque H est noethérien en tant que H-module à droite, on a le lemme suivant (voir 
par exemple |23^ Theorem 4.38]). 

Lemme 1.17. — Tout H-module plat de type fini est projectif. 
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1.3. Critères de platitude 

Le foncteur 3" est fidèle et essentiellement surjectif (voir le lemme 11.91 seconde assertion 
découlant par exemple du théorème 11.12p . Nous établissons des conditions pour que, de surcroît, 
il soit plein. 

Proposition 1.18. — Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) le foncteur 3" : — )• ^ est plein ; 

(2) le foncteur T : ^ —s- est exact ; 

(3) les catégories S et coïncident ; 

(4) le H-module à gauche C est plat ; 

(5) le H-module à gauche C est projectif. 

Démonstration. — (3 =^ 1, 2) On suppose que les catégories S" et ^ coïncident. Alors le foncteur 
9" = 3"^ est une équivalence de catégories, de sorte que son adjoint T est exact et 3~ est plein. 

(1 ^ 3) On suppose que 3" est plein. Si V est dans S", alors il existe un homomorphisme injectif 
de H-modules de 3"(V) dans H'^ pour un entier d ^ 1 (voir le fait I1.13P . Cet homomorphisme 
est de la forme 3"((/9) pour ip € HomG(V, C^), et il reste à voir que ip est injectif. Par hypothèse, 
la restriction 3^{ip) de 93 à est injective, de sorte que Kei^{ip)^ est trivial. On en déduit que 
Ker^(93) est trivial (voir le lemme [L2]l . c'est-à-dire que y? est injective, donc que V est dans 

(2 =^ 3) On suppose que T est exact. D'après le fait 11. 131 pour tout H-module à droite de type 
fini m, on a un homomorphisme injectif de m dans H'^ pour un entier d ^ 1. En appliquant T, on 
obtient un homomorphisme injectif de représentations de G de 7 (m) dans C^, ce qui prouve que 
T est à valeurs dans Il s'agit donc de l'adjoint de 3"^, qui est une équivalence de catégories 
d'après le théorème 11.121 Etant donné V dans (o, on a une suite exacte dans ^ : 



où Q désigne le noyau de la projection canonique de T3"(V) sur V. Puisque T est à valeurs dans 
le foncteur 3"T est isomorphe au foncteur identité de de sorte que, en appliquant 3" à 
(jl.Sp . on obtient la suite exacte de H-modules : 



oii l'homomorphisme de droite est l'identité. On en déduit que 3"(Q), donc Q, est trivial. Ainsi 
T3'(V) est canoniquement isomorphe à V, donc V est dans 

(2 <;4> 4) Si C est plat comme H-module, alors le foncteur de ^ dans ^ défini par (jl.ip est 
exact, donc T est exact. Inversement, si n est un H-module à droite et m un sous-module de n, 
on a un homomorphisme : 



dans Si T est exact, alors le noyau de (|1.6p dans est trivial, ce qui équivaut à dire que son 
noyau dans ^ est trivial (voir le lemme [T3]) . Le foncteur (|1.4p est donc exact, c'est-à-dire que 
C est plat comme H-module à gauche. 

(4 4^ 5) C'est une conséquence du lemme 11.171 selon lequel tout H-module (à gauche ou à 



(1.5) 




^ J(Q) ^ J(V) ^ 3"(V) 



(1.6) 



m (XiH C n (8)H C 



droite) est plat si et seulement s'il est projectif. 



□ 
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Remarque 1.19. — On peut aiouter à la proposition Fl-lSI les assertions équivalentes suivantes : 

(6) la représentation C est quasi-projective de type fini |35j ; 

(7) la sous-catégorie S' est stable par sous-objets dans M. 

Rappelons que C est quasi-projective comme représentation de G si, pour tout homomorphisme 
surjectif 93 G HomG(C, V), l'iiomomorphisme 3"(9?) G HomH(H, V^) qui s'en déduit est surjectif. 
D'après le lemme [L2l la représentation C est sans C-torsion dans la terminologie de |35| . c'est- 
à-dire que, pour toute sous-représentation non nulle V de C, le H- module 3"(V) est non nul. On 
déduit du théorème 9 de l'appendice de |35j que les conditions (1) et (6) sont équivalentes. 

D'autre part, si les catégories (f et =^ coïncident, alors S est stable par sous-objets dans M 
puisque c'est le cas de Inversement, si S est stable par sous-objets dans la conjonction 
de la proposition 2 et du théorème 4 de l'appendice de |35j implique la condition (1). 

Dès que le H- module C n'est pas plat, il y a donc des représentations dans S' qui ne sont pas 
dans On en donne un exemple à la proposition 12.31 

1.4. Décomposition de C et de H 

Rappelons que B désigne le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G et notons 
T le groupe des Fp-caractères du tore T. Par transitivité de l'induction, la représentation C de 
G se décompose sous la forme : 



oîi C;^ désigne la représentation de G induite à partir du caractère de B obtenu en composant x 
avec la surjection canonique de B sur T. (Il s'agit de la représentation de G par translations à 
droite sur l'espace des fonctions / de G dans R qui vérifient f{tug) = x{t)f[9) pour tous t € T, 
u G U, (7 G G.) On note e-^ la projection de C sur C^^ définie par ()1.7p . La famille des e^, pour 
X G T, est une famille d'idempotents orthogonaux de H qui décomposent l'unité lu G H. 

Le résultat suivant est dû à Carter-Lusztig |13j . 

Proposition 1.20 ( |13j ). — Soit V une représentation irréductible de G. 

(1) // existe un unique caractère x deT tel que V soit isomorphe à un quotient de C^. 

(2) L 'espace des vecteurs \J -invariants de V est de dimension 1 et la représentation de T sur 
est égale à x- 

Pour vu G Wo et X € T, on note x^ 1^ caractère de T défini par t 1— >■ x{wtvu~^). Ceci définit 
une action de Wq sur T. On note F l'ensemble des orbites de T sous l'action de Wq. Si 7 est 
une telle orbite, on note la somme des pour x ^ 7- 

Remarque 1.21. — (1) On vérifie que se décompose dans la base sous la forme : 



(1.7) 



C = 0G 



(1.8) 




et qu'on a l'égalité s^^Tt = x{t) ^e^ pour tout t G T. 
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(2) Pour tous X € T et s G So, on a Tge-^s = e-^Tg et, d'après Theorem 4.4], on a : 

I U sinon. 

(3) L'ensemble {ts-,£x I ^ Sq, x ^ T} est un système générateur de l'algèbre H. 

Par un argument classique, étant donnés XiX' ^ T, l'espace HomG(C;^, C^/) est non nul si et 
seulement si x et x' appartiennent à la même orbite sous Wq. On en déduit que les e^, 7 € P, 
forment une famille d'idempotents centraux orthogonaux de H qui décomposent l'unité lu £ H. 
On pose = He^, et on note la somme directe des C,^ pour x € 7, qui est un H^-module. 
L'algèbre de Hecke H se décompose en la somme directe de Fp-algèbres : 

H = 0H,. 

Proposition 1.22. — Le ^-module C est plat si et seulement si le H^-module C-y est plat pour 
toute orbite 7 G P. 

1.5. Représentations ayant des vecteurs invariants par le sous-groupe de Borel 

On note 1 le caractère trivial de T. Son orbite sous Wq est réduite à un singleton. Si x = li 
on note C et H' plutôt que Ci et Hi pour éviter d'éventuelles confusions avec certaines notations 
des sections [5l [6] et [71 L'algèbre H' est isomorphe à l'algèbre de Hecke de G relative au sous- 
groupe de Borel B, c'est-à-dire à l'espace des fonctions de G dans Fp invariantes par B par 
translations à droite et à gauche, muni du produit de convolution d'unité égale à 1b- 

On note la sous-catégorie pleine de ^ formée des H-modules à droite de type fini m tels 
que m • £1 = m. Elle s'identifie naturellement à la catégorie ^(H') des H'-modules à droite de 
type fini. D'après la formule (|1.8p . si V est une représentation de G, alors est dans si et 
seulement si = V^. 

Proposition 1.23. — Soit V dans . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) on a = ; 

(2) il existe 6^1 tel que V soit isomorphe à l'image d'un endomorphisme de C"*. 

Démonstration. — Si V satisfait à la condition (2), elle est isomorphe à une sous-représentation 
de c"* pour un entier 6^1. La propriété = suit alors de ce que C'^ = C'^. 

Si V satisfait à la condition (1), alors le module m = est dans D'après le fait 11.141 si 
L est un homomorphisme injectif de H-modules de m dans H'^ pour un entier d ^ 1 convenable, 
l'image de l'application naturelle de m(8iH G dans est isomorphe à V. Puisqu'on a m • £1 = m, 
la représentation m (g)H G s'identifie à m ^h' C, et son image dans G'^ est incluse dans G"^, ce 
qui prouve que V satisfait à la condition (2). □ 

On note S" la sous-catégorie pleine de ^ formée des représentations engendrées par leurs 
vecteurs B-invariants et la sous-catégorie pleine de ^ formée des représentations V telles que 



Proposition I.24. — 



On suppose que G' est un H' -module plat. Alors 
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(1) les catégories et S" coïncident ; 

(2) le fondeur 3" induit une équivalence entre S" et . 

Démonstration. — D'après le théorème 11.121 et la proposition 11.231 le foncteur induit une 
équivalence de catégories entre et et la seconde assertion découle de la première. 

Soit V une représentation engendrée par l'espace m de ses vecteurs B-invariants. Soit i un 
homomorphisme injectif de H- modules de m dans H'^ pour d ^ 1 (voir le fait 11.13]) . Rappelons 
(fait 11.14]) que V est isomorphe à l'image de l'application naturelle de m®H C dans C^. Puisque 
m est dans celle-ci s'identifie à l'image de l'application de m (^h' C dans C"^. Puisque C 
est plat sur H', cette dernière application est injective, c'est-à-dire que la représentation V est 
isomorphe à m ^h' C', ainsi qu'à une sous-représentation de C'*^. Elle est donc dans . □ 

2. Le cas de GL2(A;) 

Dans toute cette section, on suppose que n = 2, et l'on reprend les notations des paragraphes 
11.41 et [L5l Pour tout x ^ T, les facteurs irréductibles de sont tous de multiplicité 1. Ils sont 
décrits par Diamond dans [141 Proposition 1.1] (voir aussi Jeyakumar |21j ). On note s l'élément 
non trivial de Wq et q le cardinal de k. Une orbite {x, x'*} ^ T est dite régulière si x 7^ X*- 

Etant donnée une orbite 7, la structure de la Fp-algèbre H-y est déterminée par exemple dans 
\yi\ §4]. Si 7 est régulière, est engendrée par S^ := r^e^ et X := e-^, avec les relations 
(S-y)^ = et S^X + XS^ = S^. Sinon, la torsion par x permet de se ramener au cas où 7 = {1}, 
et H' est engendrée par S := t sS\ avec la relation S^ = —S. 

Proposition 2.1. — Le H' -module à gauche C est plat. 

Démonstration. — En tant que H'-module à gauche. H' est la somme directe des modules pro- 
jectifs indécomposables H'S = H'ts et H'(S + ei). Une base de C comme Fp-espace vectoriel 
est {ca, a € A; U {00}}, ou est la fonction caractéristique de B et pour ci k, celle de ; 



L'image de Ca par Tg est la somme des pour les 6 € /c U {00} tels que 6 / a (voir par exemple 
[261 2.2.1]). On en déduit que l'application de H' (H'S)''-^ dans C définie par : 



est un isomorphisme de H'-modules à gauche. On a prouvé que C est un H'-module projectif. 



Proposition 2.2. — Le TL-module à gauche C est plat si et seulement si q = p. 

Démonstration. — D'après la proposition 11.221 l'étude de la platitude du H-module à gauche C 
se ramène à celle des H^-modules à gauche C^. Si l'orbite 7 = {XiX^} n'est pas régulière, on 
se ramène en tordant par x au cas où 7 = {1}, et la proposition 12.11 implique que est plat. 





aefcx 



donc plat. 



□ 
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On suppose maintenant que 7 est régulière. En tant que H^-module à droite, H-y est la somme 
directe des modules et e-^sH^ et on a la suite exacte de H^-modules à droite : 

(2.1) TsS^sYi^ — > e^H^ — > Tge^Rry 0. 

D'après Théorème 7.1], les représentations r^C^ et TgC-^a sont irréductibles. Le calcul de 
leurs dimensions se trouve par exemple dans j29j . dont le lemme 4.9 assure de plus que la somme 
de ces dimensions est égale à celle de C;^ si et seulement si g = p. Par conséquent, la suite : 

(2.2) ^ TsCy^s ^ ^ TsCy^ 

de représentations de G est exacte si et seulement s\ q = p. Si g est différent de p, cela signifie 
que l'exactitude de ()2.ip n'est pas préservée par le produit tensoriel par le H^-module à gauche 
C^, qui n'est donc pas plat. 

Supposons maintenant que q soit égal à p. Pour montrer que est plat, il suffit de montrer 
que, pour tout idéal à droite A Ç H^, l'homomorphisme naturel de A(8)h^ dans est injectif 
(voir [5], chapitre 1, §2, n°3, proposition 1). D'après ()2.ip . il suffit de le montrer pour les idéaux 
£jj-H^ et Tge-x^-f et leurs analogues obtenus en substituant à x- Puisque e-^ et e^s sont des 
idempotents orthogonaux, la seule vérification non triviale concerne Tge^H^ et elle est assurée 
par l'exactitude de (j2.2p . Ceci met fin à la preuve de la proposition 12.21 □ 

Dans le cas oh q ^ p, on construit une représentation qui est dans £ sans être dans (voir 
la proposition 1 1 . 18| ) . 



Proposition 2.3. — Soit x un caractère de T d'orbite régulière, et soit K le noyau dans de 
Démonstration. — On a une suite exacte dans 



Ts ■ C-^s — ). C;^-. On suppose que q ^ p. Alors est dans S' sans être dans 



(2.3) ^ K ^ C;^. ^ TsC^s 

et puisque q ^ p, le noyau K contient strictement TgC^ d'après la preuve de la proposition 12. 2[ 
En passant aux U-invariants, on a les inclusions : 

(t.C;,)UçkUçcU. 

Puisque TgCy^ est irréductible, le terme de gauche est de dimension 1 (voir la proposition ll.20p . et 
l'on vérifie que celui de droite est de dimension 2. Si l'on avait sous-représentation 
de K engendrée par serait égale à C^s. On aurait K = C^s, ce qui contredirait le fait que la 
restriction de Tg à C^s n'est pas nulle. Aussi K et TsC^ ont-elles le même espace de vecteurs 
U-invariants sans être égales, c'est-à-dire que K est une sous-représentation de C mais n'est pas 
engendrée par ses vecteurs U-invariants. Sa contragrédiente est donc dans S" sans être dans 
^. □ 



3. Les foncteurs paraboliques 

Dans toute cette section, G est le groupe GL„(/c) et M est un sous-groupe de Levi de G, que 
l'on supposera standard à partir du paragraphe 13.21 Tous les résultats de la section [U énoncés 
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pour G, s'étendent naturellement à M. On note la catégorie des représentations (de 

dimension finie) de M. 

3.1. Définition des foncteurs paraboliques 

Soit P un sous-groupe parabolique de G muni d'une décomposition de Levi P = MN. On note 
Ip le foncteur d'induction parabolique de M{M) dans M{G) défini pour toute représentation V 
de M par : 

Ip(V) = {/ : G ^ V I f{mng) = m ■ f{g), ?n G M, n G N, 5 G G} 

que l'on munit de l'action de G par translations à droite, et Rp le foncteur de restriction para- 
bolique de ^(G) dans ^{M) défini pour toute représentation V de G par : 

Rp(V) = Y^ = {v £Y \ n-v = v, n G N} 

que l'on munit de l'action de M par restriction. On désigne par Jp le foncteur de Jacquet de 
S^ifj) dans ^{M.) défini pour toute représentation V de G par : 

Jp(V)=Vn = V/V(N) 

(où V(N) désigne le sous-espace de V engendré par les vecteurs de la forme n-v — v, pour u G V et 
n G N), que l'on munit de l'action naturelle de M. Pour (7 G G et u G V, on note [g, v] l'élément 
de Ip(V) de support Vg~^ et prenant en g~^ la valeur v. Remarquons qu'on a. [g,v\ = g ■ [l-,v\. 
Les deux résultats suivants sont classiques. 

Proposition 3.1. — Le foncteur Ip est adjoint à gauche de Rp, et le foncteur Jp est adjoint 
à gauche de Ip. 

On rappelle que désigne la représentation contragrédiente de V. 

Proposition 3.2. — Pour toute représentation V de M, les représentations Ip(V^) et Ip(V)^ 
sont isomorphes. 

On en déduit le résultat suivant. 

Corollaire 3.3. — Pour toute représentation V de G, les représentations Rp(V)^ et Jp(V^) 
de M sont isomorphes. 

Démonstration. — En appliquant la proposition 13. H on voit que le foncteur : 
(3.1) V^(Rp(V^))^ 

est adjoint à gauche de Ip. □ 

Remarque 3.4. — Le foncteur Ip est exact de dans M{G). Il suffit en effet de vérifier 

que, si / : Vi ^ V2 est un homomorphisme surjectif de représentations de M, alors, pour tous 
les 5 G G et V2 G V2, la fonction [5,^2] £ Ip(V2) se relève en [g,vi\ G Ip(Vi), où vi G Vi est un 
relèvement de V2. 
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3.2. Un système de représentants 

On suppose dorénavant que M est un sous-groupe de Levi standard de G, et que P = MN est 
le sous-groupe parabolique standard (constitué de matrices triangulaires supérieures par blocs) 
lui correspondant. 

On note Um = U H M le sous-groupe unipotent maximal standard de M, et Cm la représenta- 
tion de M induite à partir du caractère trivial de Um- On note : 

(3.2) : Cm ^ C 

l'unique liomomorphisme de représentations de M envoyant Ium (la fonction caractéristique de 
Um dans M) sur lu- Son image est contenue dans l'espace des vecteurs N-invariants de C. On 
note Hm l'algèbre des M-endomorphismes de Cm, qu'on identifie au sous-espace de ses vecteurs 
Um-Iii variants. On pose Wm = W n M. 

D'après \12\ Proposition 2.3.3], pour tout élément w G W, la classe ziiWm contient un unique 
élément de Wq de longueur minimale, que l'on note d{w). On pose : 

(3.3) Dm = {d[w) | u; e W}. 

C'est un système de représentants de W/Wm- On note <Î>m Ç ^ l'ensemble des racines associées 
à une réflexion de Wm • Alors un élément d G Wq appartient à Dm si et seulement si d • a G 
pour tout a G $m H ou encore, si et seulement si d • a G pour toute racine a G $m H <î>~. 
L'ensemble Dm possède la propriété suivante, démontrée dans |28t Proposition 2.2]. 

Lemme 3.5. — Soient s G Sq et d ^ Dm- 

- Si i{sd) = e{d) - 1, alors sdGVu- 

- Si £{sd) = i{d) + 1, alors ou bien sd G Dm ou bien sd G dWu- 
La propriété suivante vient de |12l Proposition 2.3.3]. 

Lemme 3.6. — Pour tous d G Dm et w ^ Wm, on a \Jd\Jw\J = \Jdw\J. 

Autrement dit, on a r^r^j = Tdw pour tous d G Dm et w G Wm- On en déduit le résultat 
suivant. 

Proposition 3.7. — L'algèbre H est un HM-^^oc/w/e à droite (respectivement à gauche) libre de 
base {Td}deï)M (respectivement {rd-i}deVM)- 

On note U~ le sous- groupe des matrices unipotentes triangulaires inférieures de G. 

Lemme 3.8. — Pour tout d G Dm, on a : 

(1) c/Um^"^ Ç U d(U" n M)d-^^ Ç U" ; 

(2) d-^UdnP Ç U ; 

(3) d-iU(iNnM = UM- 

Démonstration. — La propriété (1) est une conséquence de la caractérisation de Dm en termes 
de racines. Ensuite, d'après \\2\ 2.5.12], tout élément u G U s'écrit de façon unique sous la forme 
u = xy, avec x G \JridUd~^ et y G \J rid\J~d~^ . Si d~^ud appartient à P, alors d~^yd G U~ nP, 
donc y G U~. On en déduit que y = 1 et que d~^ud = d~^xd G U, ce qui prouve (2). 
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Soient n € N et n G U tels qu'on ait d~^udn € M. D'après (2), l'élément d~^ud appartient à 
l'intersection d~^\Jd n P qui est incluse dans U. On en déduit que d~^udn G U n M = Um, ce 
qui prouve que d~^\JdN n M Ç Um- L'inclusion réciproque est une conséquence de (1). □ 

Notons que Dm est aussi un système de représentants des doubles classes de U\G/P. 

Lemme 3.9. — L'application jy^ : Hm — > H définie par : 

inlluMmUM) = lumu, m G M, 
est un homomorphisme injectif de H-algèbres, égal à la restriction de Ïm à Hm- 
Démonstration. — Pour w G Wm, la fonction caractéristique de la double classe : 

Umî^Um = Y[ ^MWX 

xe(UMn«)^iUM'"')\UM 

est envoyée par ^m sur la somme des l\jwx- Comme VwV = UwNUm, comme N est normalisé par 
w et comme wx G \Jw équivaut à wxw~^ G Um, la double classe UtuU est la réunion disjointe des 
\Jwx. Ainsi la restriction de ïm à Hm est égale à Jm- Enfin, comme on a VwVw'V = VwVmw'V 
pour tout w,w' £ Wm, on vérifie que Jm est un homomorphisme de Fp-algèbres. □ 

On identifiera dorénavant Hm à son image dans H. 

3.3. Calcul de Rp(C) 

On considère l'homomorphisme de représentations de M : 

(3.4) : H®Hm Cm ^Rp(C), h^c^ h*iM{c), 

on * désigne l'action à gauche de H sur C. L'objet de ce paragraphe est de prouver la proposition 
suivante. 

Proposition 3.10. — L'application Çp est un isomorphisme à la fois de représentations de M 
et de ï{-modules à gauche. 

Démonstration. — Tout élément de Rp(C) est une combinaison linéaire de fonctions de la forme 
lugN, où g £ G peut être choisi de la forme g = dm, avec d G Dm et m G M. On fixe d G Dm, 
et on considère l'application de M dans U\G/N définie par : 

m I—)- UdmN = UdNm. 

Elle a pour image l'ensemble des doubles classes modulo (U, N) qui sont contenues dans UdP. 
D'après le lemme ISTSl fl). pour tout u G Um, les éléments m et um ont la même image. Inverse- 
ment, si m, m' G M ont la même image par cette application, alors, comme M normalise N, on 
trouve \Jdmm'~^N = UdN, et donc mm'~^ appartient à d~^UdN n M. D'après le lemme [STHl f 3) . 
on en déduit que Umîti = Umîti'. En d'autres termes, l'application : 

est injective et M-équivariante de Cm dans C, et son image est le sous-espace des fonctions de 
C supportées dans UdP. On voit maintenant que la réciproque de Çp est donnée par : 

(3.5) ludmN ^ Td® luMm- 



MODULES UNIVERSELS DE GL3 SUR UN CORPS p-ADIQUE EN CARACTÉRISTIQUE p 



17 



Enfin, on vérifie immédiatement que Çp est un homomorphisme de représentations de M et de 
H-modules à gauche. □ 

Remarque 3.11. — On a vu au passage dans cette preuve (voir (|3.5|) ) que la fonction carac- 
téristique de UdmN est égale à Trf(lum)- 

On en déduit le résultat suivant. Soit ^(M) la sous-catégorie de ^{M) déterminée par la 
définition 11.81 



Proposition 3.12. — Soit V une représentation dans =^(M). Alors Ip(V) est dans SS{G). 

Démonstration. — C'est une conséquence de l'exactitude de Ip. Si V est l'image d'un endomor- 
phisme u € EndG((CM)^) pour un entier 6^1 convenable, alors Ip(V) est l'image de Ip(u), qui 
est dans EndG(C^). □ 

Le résultat suivant est un analogue de la proposition 13. 12l pour les foncteurs Rp et Jp. 

Proposition 3.13. — Soit Y une représentation dans Alors les représentations Rp(V)^ 

et Jp(V)^ sont dans â§(M) (voir le paragraphe \1.1\ pour les définitions de f ^t X)- 

Démonstration. — D'après le corollaire 13.31 il suffit de le prouver pour Rp. Soit un entier 6^1 
tel que V se plonge dans C^. Puisque Rp est exact à gauche, Rp(V) se plonge dans (Rp(C))^. 
D'après la proposition I3.1UI et comme H est libre comme lÎM-module à droite, (Rp(C))^ est 
isomorphe à une somme directe de copies de Cm- Ainsi Rp(V)^ est dans ^(M). □ 

3.4. Diagrammes commutatifs 

Puisque U se décompose sous la forme Um • N, on a : 

(3.6) V" = Rp(V)"m 

pour toute représentation V de G, qui est une égalité de lÎM-modules à droite. 
Par adjonction, on obtient le résultat suivant. 

Proposition 3.14- — Soit m un Ku-module à droite de type fini. Il existe un unique homo- 
morphisme de représentations de G : 

(3.7) m (g)HM C ^ Ip (m ®Hm Cm) 

envoyant x ® lug-i •'^'^ [9^^ ® ^UmI pour tous x Çim et g ÇiG, et c'est un isomorphisme. 

Démonstration. — Étant donné un élément x de m, on note fx l'unique homomorphisme de C 
dans Ip(m (8ihm Cm) envoyant lu sur [1, x IumIj l^i est bien défini puisque cette dernière est 
invariante par U dans Ip(m (8>Hm Cm)- On vérifie que l'application x ^ fx est HM-linéaire. Par 
adjonction, il lui correspond l'homomorphisme (|3.7p . que l'on note ^xn- À partir de (j3.6p . on a : 



(3.8) HomHM(m, yU) = HomHM(m, Rp(V)Um) 

pour toute représentation V de G. Par une succession d'ajonctions, le membre de gauche de 
(j3.8|) est Fp-isomorphe à : 

HomH(m ®Hm H, V^) ~ HomG(m ®Hm C, V) 
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et le membre de droite à : 

HomM(m(g)HM Cm,Rp(V)) ~ HomG(Ip(m (8)Hm Cm),V) 

pour toute représentation V de G, ce qui prouve que les deux membres de ()3.7p sont isomor- 
phes en tant que représentations de G. Il suffit donc de prouver que l'homomorphisme 6st 
surjectif. Or l'induite parabolique Ip(m(8)HM ^m) est engendrée comme représentation de G par 
les fonctions [1,3; IumIî s-^ec x € m, qui sont dans l'image de par construction. □ 

Remarque 3.15. — En particulier, lorsque m est libre de rang 1, on obtient un isomorphisme 
de représentations entre C et Ip(Cm), qui n'est autre que l'isomorphisme naturel provenant de 
la transitivité de l'induction. 

Proposition 3.16. — Pour toute représentation V de M, on a un isomorphisme de ïL-modules 
à droite entre IpÇV)^ et V^^ (8)Hm H. 

Démonstration. — On désigne par 2){^ l'ensemble des avec d G Dm (voir (|3.3p ). Pour 
d G 2)^ et X G V^"^, on désigne par ï/jd,x la fonction U- invariante de Ip(V) de support PdU et 
de valeur x en d. Une base de Ip(V)^ est donnée par l'ensemble des 'ipd,x pour d G D'j^ et x 
parcourant une base de (voir par exemple \34\ 1.5.6], en utilisant le lemme [3?8l (2)). Soient 
X G V^^ï, w G Wm et d g D^. Les égalités suivantes sont vérifiées : 

(3.9) V'i.xTrf = Ipd^x 



(3-10) î/'l.xT^ = V'i.CxT^)- 

Pour la première égalité, on note d'abord que la fonction t/ji^x^d est U-invariante de support 
PdU. Pour démontrer que sa valeur en d est x, il suffit de remarquer que pour u G U, on a 
Pdu = Pd si et seulement si \Jdu = Ud, ce qui est donné par le lemme \3M (2). La seconde 
s'obtient aisément grâce à la décomposition de la double classe \Jw\J décrite dans la preuve du 
lemme 13.91 

L'égalité ()3.10p assure que l'on a un morphisme de HM-niodules à droite Ip(V)^ bien 

défini par x i— )■ ipi^x- H induit un morphisme H-équivariant : 

(3.11) V^^ 0Hm H ^ Ip(V)U. 

L'égalité (|3.9p assure que (|3.1ip est surjective. Par la proposition 13.71 les espaces en question 
ont même dimension. Donc ()3.1ip est bijective. □ 

On déduit de la proposition 13. 16l le résultat suivant. 

Proposition 3.17. — Pour tout H-module m de type fini, on a un isomorphisme de représen- 
tations de M entre m ®Hm Cm Jp(m (^h C). 

Démonstration. — Par une succession d'adjonctions, on a : 

HomH(m,Ip(V)U) ~HomG(m(g)HC,Ip(V)) ~HomM(Jp(m®H C),V) 
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pour toute représentation V de M, et : 

HomH(m,HomHM(H,VUM)) ~ HoninK HomM(H Cm, V)) 

~ HoniM (m ®Hm Cm , V) . 
On en déduit que les représentations Jp(m (^h C) et m Cm sont isomorphes. □ 

3.5. Un cas particulier 

Dans ce paragraphe, on suppose que M = T et N = U. Le Hx-niodule à gauche Ct est libre 
de rang 1, et l'on identifie les catégories ^(Ht) et ^(T). 

Proposition 3.18. — Soit m un H-module à droite de dimension 1. Alors îtkXihC est irréduc- 
tible si et seulement si elle est dans âê{G). 

Démonstration. — D'après la proposition 13. 171 le module Jp(m(8)HC) est de dimension 1. C'est 
encore le cas de Rp((m ®h C)^), qui engendre donc dans (ta C)^ une sous-représentation 
irréductible puisque, pour toute représentation irréductible V, le module est de dimension 1. 
On en déduit que (îtiCSh C)^ est irréductible si et seulement si elle est dans =^(G). Par passage 
à la contragrédiente, il en est de même pour m C. □ 

Illustrons ceci au travers des exemples classiques du caractère trivial et du caractère signe 
de H. On note wq l'élément de Wq de longueur maximale, égale a m = n[n — l)/2, le nombre 
d'éléments de . Pour chaque élément s G Sq, il existe une écriture réduite de wq commençant 
par s. On choisit une écriture réduite wq = Sj^ ■ ■ ■ si^. Avec les notations du paragraphe 11.41 
pour tout s G So, on pose : 

x''=x 

C'est un élément de H vérifiant r^r* = T*r^ = 0. La fonction caractéristique de G s'écrit alors : 

1g = ( — 1) T„. ... T„. El. 

C'est un idempotent de H, donc le H-module à droite Iq • H est un facteur direct de H. C'est 
de plus un espace vectoriel de dimension 1 qui porte le caractère trivial de H, défini par ei 1-^ 1 
et Ts i-> pour tout s € Sq. L'application naturelle Iq 'S>n C ^ C est injective et Iq <8>h C est 
isomorphe à la représentation triviale de G. 

On considère maintenant le H-module à droite t^^si ■ H = t^,j • H', qu'on note st. D'après la 
remarque 11.211 (2), on a r^^Tgei = — t^qE! pour s G Sq- On en déduit que st est de dimension 
1 et porte le caractère signe de H, défini par ei 1— )■ 1 et i-^^ — 1 pour tout s G Sq- De plus, 
TwgSi est, au signe près, un idempotent de H, de sorte que l'application G-équivariante : 

st (8)H C ^ C 

est injective et st(8)H C est dans ^{G). La remarque faite au début de ce paragraphe s'applique 
bien au H-module st et la représentation st C, qui s'identifie à st ®h' C, est irréductible. 

On va montrer qu'elle est isomorphe à la représentation de Steinberg St de G définie comme le 
quotient de l'induite Ib(1) par la somme de ses sous-représentations Ip(l), oii P décrit l'ensemble 
des sous- groupes paraboliques propres de G contenant B. Rappelons que Ip(l) est engendrée par 
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la fonction caractéristique de P. Or, pour s € Sq, l'élément t*£^ est la fonction caractéristique 
de B U BsB, de sorte que St est isomorphe au quotient de C par la somme des images t*(C') 
pour s parcourant Sq. Puisque t^^t* = pour tout s G Sq, on a une surjection G-équivariante : 

(3.12) St^stOH'C. 

Il reste à voir que cet homomorphisme est injectif. 

Lemme 3.19. — Pour tout j G {1, . . . ,m}, l'idempotent central ei appartient à : 



'3 



Démonstration. — Pour j = 1, on a en effet ei(T*.^ — r^.^) = ei d'après (jl.Op . Supposons le 
lemme vrai au rang j, avec 1 ^ j ^ m — 1. On écrit : 

Le résultat s'ensuit par récurrence. □ 

Le lemme au rang j = m assure que pour / € C, l'égalité T^of = implique que / appartient 
à r*^ C + • • • + T*.^ C. Autrement dit, l'application (|3.12|) est injective. 

Remarquons que Cabanes et Enguehard définissent la représentation de Steinberg comme la 
représentation irréductible de G correspondant au caractère signe de H Définition 6.13]) 

et proposent de retrouver la présente définition au travers de Chap. 6, Exercices 3 et 4]. 

3.6. Condition nécessaire de platitude pour le H-module C 

On donne une condition reliant la platitude de C à celle de Cm- 
Proposition 3.20. — Si C est un ^-module plat, alors Cm esi un HM-nT-odule plat. 
Démonstration. — Soit m un idéal à droite de Hm- Notons K le noyau de l'application naturelle : 

(3.13) m®HMCM-^CM. 

Le foncteur Ip est un foncteur exact (à gauche) de ^(M) dans ^(G), si bien que le noyau de : 

(3.14) Ip(m®HMCM) ^Ip(Cm) 

est isomorphe à Ip (K) . Les isomorphismes fournis par la proposition 13.141 assurent alors que le 
noyau de l'application naturelle : 

(3.15) m^HMC^C 

est lui aussi isomorphe à Ip(K). La proposition 13.71 dit que le lÎM-module à gauche H est libre, 
de sorte que m (8ihm H ^^t isomorphe à l'idéal à droite de H engendré par m. Par conséquent, si 
C est un H-module plat, (j3.15p est injective, Ip(K) est la représentation nulle, et le noyau K de 
()3.13p est trivial. Nous avons prouvé que si C est un H-module plat, alors l'application ()3.13p 
est injective pour tout idéal à droite m de Hm, c'est-à-dire que Cm est un HM-module plat. □ 

On note C^"^ et H^") les quantités C et H associées à G = GL„(A;) pour n ^ 1. 

Corollaire 3.21. — S'il existe un entier uq ^ 1 tel que le H("o) -module C("o) ne soit pas plat, 
alors, pour tout n ^ no, le ^^""^ -module C*-"^ n'est pas plat. 
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Démonstration. — Il suffit d'appliquer la proposition 13.201 avec M = GL„p(A:) x GL„_„q(A;), et 
de remarquer que Cm = C^"") © C("-"o) n'est pas plat sur Hm = H("o) © h("-"o) puisque C^^o) 
n'est pas plat sur H^""). □ 

On déduit de ce corollaire et de la proposition 12.21 le résultat suivant. 

Corollaire 3.22. — On suppose que Q ^ p- Alors, pour tout n^2, le R'-''^ -module C(") n'est 
pas plat. 

Voici deux résultats corollaires de la proposition 13.71 

Lemme 3.23. — Tout B.M-Tnodule à gauche m est un facteur direct de la restriction de H^H^^n 
à Hm. 

Démonstration. — D'après la proposition 13.71 l'espace vectoriel H ^ s'identifie à la somme 
directe des r^m pour d G Dm- On note n la somme directe des T^m pour d G Dm, d ^ l. 
C'est un sous-espace vectoriel de H ®Hm Pour prouver le lemme, il suffit de s'assurer que 
ce sous-espace est stable sous l'action de Hm- On rappelle que l'algèbre Hm est engendrée par 
{ts, Tt\se SoHWm,* g T}. 

Puisqu'un élément t € T est de longueur nulle dans W, les relations (|1.2p assurent que, pour 
tout d € T>M, on a l'égalité : 

TtTd = TdT d-Hd, 

et l'on remarque que d-'^td € T. Ainsi, un sous-espace de la forme r^m avec d G Dm est stable 
sous l'action de rt pour t G T. On en déduit que n est stable sous l'action de Tt pour tout t € T. 

Soit s £ Sq n Wm- Vérifions que l'espace n est stable sous l'action de Tg. Soit d £ T> tel 
que d 1. Si i{sd) = ê{d) — 1, alors = TgTgd et sd G Dm d'après le lemme 1331 D'après la 
remarque 11.211 on a : 

x'=x 

Ainsi l'élément : 

« = - 1] 

x°=x 

vérifie r^r^ = Tgarsd- On en déduit que TsT^m = Tsar^dm, qui est inclus dans TsTs^tti = r^m 
d'après l'argument précédent. Si i{sd) = £{d) + 1, alors TgTd = Tgd- Si l'élément sd appartient 
à Dm, alors TsTdVa = Ts^m est inclus dans n. Sinon, sd G dWu d'après le lemme 1331 II existe 
donc w G Wm tel que Tsd = Td'''w, de sorte que TsT^m = r^r^m est inclus dans r^m Ç n. 
Ainsi, n est bien un HM-module. □ 

Lemme 3.24. — Un HM-f^odule à gauche de type fini m est plat si et seulement si le H-module 
H ©Hm ^ P^'^i' dans ce cas, ils sont tous deux projectifs. 

Démonstration. — D'après le lemme 11.171 un module de type fini sur H ou Hm est plat si et 
seulement s'il est projectif, ce qui prouve la dernière assertion. Par ailleurs, un module (sur H 
ou Hm) est projectif si et seulement s'il est facteur direct d'un module libre. On en déduit que 
si m est un HM-module à gauche projectif, alors H ©Hm ^ ^^t un H-module à gauche projectif. 
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Inversement, si le H-module à gauche H (8>Hm ^ ^st projectif, c'est un facteur direct d'un 
H- module libre. D'après le lemme [3.231 le HM-module à gauche m est alors un facteur direct 
d'une somme de copies de H, qui est un lÎM-module à gauche libre donc projectif. □ 

On déduit de ce qui précède la proposition suivante. 

Proposition 3.25. — Le ^-module est plat si et seulement si le ïiM-module Cm est plat. 
Dans ce cas ils sont tous deux projectif s et le H-module est un facteur direct de C. 

Démonstration. — Rappelons que l'homomorphisme iyi défini en ()3.2p est un homomorphisme 
injectif de Cm dans C, et que, d'après la proposition l3.10l l'homomorphisme (j3.4|) est un isomor- 
phisme de H-modules entre H(8)h^j Cm et C'"^. Le résultat est alors une conséquence des lemmes 

E^ietinsi □ 



4. Le cas de GL3{k) 

Dans ce paragraphe, on suppose que n = 3. L'objectif de cette section est de démontrer les 
propositions 14.121 et 14.131 énoncées plus loin. 

4.1. Représentations algébriques de GL„(Fpr) 

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats de |20j et |18j . 

Soit T(Fp) le sous-groupe des matrices diagonales de GL„(Fp), soit B(Fp) le sous-groupe des 
matrices triangulaires supérieures de GL„(Fp), soit U(Fp) son radical unipotent et soit U~(Fp) 
le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé. On note X le groupe des caractères algé- 
briques de T(Fp), que l'on identifie à Z", et X4. l'ensemble des n-uplets (ai, . . . ,a„,) G X tels 
que ai ^ . . . ^ a^. Pour A € X+, on note W{X) l'espace de fonctions rationnelles : 

{/ : GL„(Fp) ^ Fp I figtu) = X{tr'f{g), g G GL„,(Fp), t G T(Fp), u G U^(Fp)} 

qu'on munit de l'action de GL„(Fp) par translations à gauche. C'est une représentation algébri- 
que de GL„(Fp). On note ^(A) son socle. Pour tout entier r ^ 0, on pose : 

Xr = {(ai, . . . ,a„) G X+ I ^ ai - a^+i ^ p"" - 1, i G {1, . . . ,n}}. 

Pour tout r ^ 1, on note Fpr l'unique sous-corps de Fp de cardinal et, étant donnés A G X^ 
et i G {0, . . . , r — 1}, on note .i?r(A) la restriction de -$?(A) à GL„(Fpr) et .ifr(A)^*^ la composée 
de =Sfr-(A) avec l'automorphisme de GL„(Fpr) induit par x xP\ On a les résultats suivants. 

Proposition 4-1 (|20j. II. 3). — On fixe un entier r ^ 1. 

(1) Pour tout A G Xr, la représentation .ifr(A) de GL„,(Fpr) est irréductible. 

(2) L'application A 1— >• .ifr(A) induit une bijection entre X,./(p'' — l)Xo et l'ensemble des classes 
d'isomorphisme de représentations irréductibles de GL„(Fpr). 

(3) L'espace des vecteurs \J (Fpr) -invariants de ^r(A) est de dimension 1, et la représentation 
de T(Fpr) sur cet espace est égale à A. 

(4) A = (ai, . . . , a„) G X^, alors A* = (— a^, . . . , —ai) G X^ et ^^(A*) est isomorphe à la 
représentation contragrédiente de .^r{X). 
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(5) Soit A € X^, qu'on écrit sous la forme : 

(4.1) A = Ao + Aip+--- + A,_i/-\ AiSXi, i e {0, . . . ,r - 1}. 
Alors on a un isomorphisme de représentations de GL„(Fpr) ; 

(4.2) ^,(A) ~^,(Ao)®^r-(Ai)(^)<8)---(»^r-(Ar-i)(""^). 
En comparant les propositions 14.11 et 11.201 on obtient le résultat suivant. 

Corollaire 4 ■2. — Soit A € et soit x ^^^^ caractère de T(Fpr). La représentation .^r-(A) est 
un quotient irréductible de si et seulement si la restriction de X à T(Fpr) est égale à x- 

Exemple 4-3. — On suppose que n est égal à 2. Soit A = (a, 6) G X^, et écrivons a — b sous 
la forme cq + eip + • • • + e^-ip^"^ avec € {0, ... ,p — 1}. Alors -$fr(A) est la représentation 
irréductible : 

Sym^o(F2) • • • ® Sym'^'-i(F2)(^-i) ® det^ 
qui est de dimension (eo + 1) . . . {er~i + 1). 



On suppose maintenant que n est égal à 3. On rappelle quelques résultats de Herzig |18j sur 
la semi-simplification de pour G = GL3(Fp). 

Proposition 4-4 (|18|- Proposition 4.9). — Soit (a,6, c) G Xi. Si : 

(4.3) 0^a-b,b-c<p-l et p-l^a-c, 

alors la représentation W{a,b,c) est de longueur 2. Sinon, W{a,b,c) est irréductible. 

On commence par étudier lorsque x = 1- Pour tout A G Xi, on note #l(A) la restriction 
de W{X) à GL3(Fp), qui est de longueur ^ 2 d'après la proposition 14.41 

Proposition 4-5. — Dans le groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de 
GL3(Fp), la semi- simplification de C' est égale à : 

(4.4) #i (0,0,0) +2:ri(p- 1,0,0) +2#i(p- l,p- 1,0) + #i(2p-2,p- 1,0). 
Chacune des représentations Wi{X) apparaissant ci-dessus est irréductible, et on a : 

(4.5) dim#i (0,0,0) = 1, 

(4.6) dim#i(p- 1,0,0) = p{p +l)/2, 

(4.7) dim#i(p- l,p- 1,0) = p(p+l)/2, 

(4.8) dim>ri(2p-2,p- 1,0) = p\ 

Démonstration. — Le théorème |181 5.1] donne la décomposition de la semi-simplification de C' 
en une somme de représentations et la proposition 14.41 montre que ces représentations sont 

irréductibles. Plus précisément, ce théorème décrit la décomposition de la semi-simplification de 
la réduction modulo p de chacun des facteurs irréductibles de l'induite du Zp-caractère trivial 
de B(Fp) à GL3(Fp) : 

• la réduction modulo p du Zp-caractère trivial de GL3(Fp) est isomorphe à la représentation 
irréductible #l(0,0, 0), qui est de dimension 1 ; 
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• la réduction module p de la Zp-représentation de Steinberg est isomorphe à la représentation 
irréductible Wi{2p — 2,p — 1, 0), qui est de dimension ; 

• la Zp-représentation irréductible de GL3(Fp) apparaissant avec multiplicité 2 dans l'induite 
à GL3(Fp) du Zp-caractère trivial de B(Fp) est de dimension p'^ +p. Sa réduction modulo p est 
isomorphe à la somme des deux représentations irréductibles Wi{p — 1,0,0) et #i (p — — 1, 0). 
Il suffit donc de montrer que ces deux-là ont la même dimension, ce qui découle du fait qu'elles 
sont duales d'après la proposition 14. ll f 4) . 

On en déduit le résultat annoncé. □ 

On étudie maintenant avec x régulier, c'est-à-dire dont l'orbite sous l'action de Wq est de 
cardinal 6. 



Proposition ^.6. — Soit x un caractère régulier de T(Fp). Alors est de longueur stricte- 
ment supérieure à 6 dans la catégorie ^(GL3(Fp)). 

Démonstration. — On choisit (a, b, c) € Xi tel que : 



X 



V 



Puisque x 6st régulier, on a p > 2 et l'on peut supposer que l^a — b,b — c<p— 1. D'après la 
formule \18\ (5.2)], la semi-simplification de C^^ est : 

#i(a, b,c) + Wi{p - l + b,p - 1 + c,a) + Wi{p - l + c,a,b) 

+ #i(2p-2 + c,p-l + 6,a) + #i(p-l + a,p-l + c,6) + #i(p-l + 6,a,c). 

On vérifie que l'un des deux triplets (a, b,c) et {p — 1 + a,p — 1 + c,b) satisfait à la condition 
de la proposition 14.41 de sorte que l'une ou l'autre des représentations : 



□ 



Wi{a,b,c), Wi{p-l + a,p-l + c,b) 
est de longueur 2, ce qui prouve l'assertion. 



Remarque 4 ■7. — On peut montrer de la même façon que, si l'orbite de x sous l'action de Wq 
est de cardinal 3, alors C;^ est de longueur > 6. Compte tenu de la proposition 14. 5t on en déduit 
que C;^ est de longueur 6 si et seulement x est invariant par Wq. 



On en déduit le résultat suivant. Soit r ^ 1 un entier. 



Proposition 4 -S. — Soit{a,b,c) € X^. La représentation irréductible ^r{a,b,c) est isomorphe 
à un quotient de C si et seulement si {a,b,c) est congru à l'un des poids : 



(4.9) (0,0,0),(/ - 1,0,0), (/ - 1,/ - 1,0), (2/ - 2,/ - 1,0), 
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modulo (p^ — l)Xo. En outre, on a : 

(4.10) dim^r(0,0,0) = 1, 

(4.11) dimJf,(/- 1,0,0) = (p(p+l)/2)^ 

(4.12) dimif,(/-l,/-l,0) = (p(p+l)/2)^ 

(4.13) dim^,(2/ - 2,/ - 1,0) = 

Démonstration. — La première partie de la proposition est une conséquence du corollaire 14.21 
Ensuite, puisque — 1 = {p — + p + ■ ■ ■ + p^'~^), chaque poids A dans ()4.9|) se décompose 
sous la forme (|4.ip avec des Aj G Xi indépendants de i et respectivement égaux, suivant A, à : 

(4.14) (0, 0, 0), (p - 1,0, 0), (p - l,p - 1, 0), (2p - 2,p - 1, 0). 

Compte tenu de la formule (j4.2p et de la proposition 14.51 on trouve les formules annoncées. □ 

4.2. L'algèbre de Hecke H' 

D'après \13\ §4], la Fp-algèbre H' est engendrée par Si = Tg^Si et S2 = Tsjêi avec les 
relations : 

S1S2S1 = S2S1S2, 81 + 81 = 82 + 82 = 0. 

Remarquons que 81 et 82 sont les fonctions caractéristiques respectives de BsiB et BS2B. Dans 
la suite, on pose 8^ = 8^ + Si et 82 = 82 + e^^. On pose : 

C Q Q V Q C)*C V 0*0 Q* O 0*0*0* 

— — 010201, I — — O1O2O1, Zj — — 0-|^020i, i£ — O1O2O1. 

On vérifie que ce sont des idempotents deux à deux orthogonaux de H' qui décomposent l'unité. 
Notons que X et ^2 sont centraux et qu'on a les relations : 

Y82 = 82Z, 82Y = Z82, 

qui permettent en particulier de s'assurer que la somme Y + Z est un idempotent central. Ainsi, 
les idéaux à droite XH',YH',ZH' et OH' sont des H'-modules projectifs indécomposables. 

On sait (voir |1H Theorem 1.25]) que l'application m 1-^ soc(m) qui à un H'-module à droite as- 
socie son socle (c'est-à-dire son plus grand sous-module semi-simple) induit une bijection entre les 
classes d'isomorphisme de H'-modules projectifs indécomposables et les classes d'isomorphisme 
de H'-modules simples. On va expliciter cette bijection. 

Définition 4- 9. — Pour ai, «2 € {0, — 1} Ç Fp, on désigne par Xai,a2 caractère de H' défini 

par Xai,a2(Sl) = «1 et Xai,Q2(S2) = «2- 

L'application (01,02) ^ X«i,«2 définit une bijection de {0, —1} x {0, —1} sur l'ensemble des 
classes d'isomorphisme de H'-modules simples. 

Proposition 4-iO. — On a : 

soc(XH') = x-i,-i, soc(YH') = xo,-i, soc(ZH') = x-1,0, soc(OH') = xo,o. 
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Démonstration. — On vérifie d'abord que les idéaux bilatères XH' et rîH' sont de dimension 1 
et correspondent respectivement aux caractères X-i,-i ^t Xofi- Ensuite, en utilisant la relation 
^1^2 ~ ~YS2, on vérifie que YH' = S^SgH' est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 de base 
{YS2, 8^82}. On a la suite exacte non scindée de H'-modules : 

(4.15) ^ YS2H' = S^ZH' ^ YH' S2YH' ^ 0, 

c'est-à-dire que le H'-module à droite YH' est l'enveloppe projective de Xo,-i) et c'est une ex- 
tension non scindée de X-1,0 par Xo,-i- Le H'-module à droite YH' est l'enveloppe projective de 
Xo,-i- De même, on a la suite exacte de H'-modules : 

(4.16) ^ ZS2H' = S2YH' ^ ZH' S2ZH' ^ 0. 

C'est une extension non scindée de Xo-i P^^ X-i,o- Le H'-module ZH' à droite est l'enveloppe 
projective de X-i,o- D 

Ainsi les idéaux à droite de H' sont, à isomorphisme près, les H'-modules projectifs indécom- 
posables XH', YH', ZH' et OH', auxquels s'ajoutent les idéaux non projectifs S2YH' et YS2H'. 

Remarque 4. 11. Notons que S2YC' = SÎS2S1C' et YS2C' = S^SiS2C' de sorte que la 
classification de Carter et Lusztig ( \13\ Theorem 7.4]) assure que les représentations irréductibles 
de G possédant un vecteur B-invariant sont, à isomorphisme près : 

XC',S2YC',YS2C',!^C' 

et leurs espaces U-invariants (donc B-invariants) respectifs portent les caractères X-i,-ii X~i,o, 
Xo-i, Xo,o de H'. 

4.3. Platitude de C 

On a le résultat suivant. 

Proposition 4-12. — Le H'-module C est plat si et seulement si q = p. 

Démonstration. — On note q le cardinal de k. Rappelons que C est de dimension : 

{G:B) = {l + q){l + q + q^). 

En tant que H'-module, c'est la somme directe de XC, (Y-I-Z)C' et ÇlC . D'après le paragraphe 
13.51 XC' est la représentation de Steinberg. Elle est irréductible et de dimension q'^. On déduit 
du paragraphe précédent que le H'-module XC est isomorphe à une somme directe de copies 
de H'X. C'est un H'-module projectif. 

L'élément O s'identifie dans C à la fonction caractéristique de G. On en déduit que OC est 
un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel G agit trivialement (voir le paragraphe 13.5p . En 
tant que H'-module, OC' est isomorphe à H'O et c'est un H'-module projectif. 

La sous-représentation S\C' Ç C' est engendrée par la fonction caractéristique du sous-groupe 
parabolique Pi = BUBsiB de G. Elle est donc isomorphe à l'induite Ipi(l) qui est de dimension 
(G : Pi) = 1 -|- g -|- g^. Or S^C est la somme directe de ZC et OC, donc ZC est de dimension 
q + q^. Ainsi, la dimension de YC' est aussi q + q^. 
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Le noyau de la restriction de S2 à YC' contient YS2C' = S2ZC', et le noyau de la restriction 
de S2 à ZC' contient S2YC' = ZS2C'. On a les complexes : 

(4.17) ^ YS2C' ^ YC' ^ S2YC' ^ 
et : 

(4.18) ^ ZS^C ^ ZC' ■% S^ZC' ^ 

de représentations de G, dont nous discutons l'exactitude. D'après la remarque 14.111 les repré- 
sentations YS2C' et S2YC' sont irréductibles. Comme elles ne sont isomorphes ni au caractère 
trivial, ni à la représentation de Steinberg, elles sont donc (d'après la proposition 14. 8p de dimen- 
sion : 

(p(p+l)/2)^ 

où l'on a posé q = ■ Par conséquent, chacun des complexes est exact si et seulement si q = p. 

Le H'-module à gauche (Y -|- Z)C' est projectif si et seulement si, pour tout idéal à droite 
A Ç H', l'application : 

A0H' (Y + Z)C'^C' 

est injective. Il suffit de tester cette propriété sur les idéaux indécomposables de H', et, puisque 
X, Y, Z et ri sont des idempotents orthogonaux, seuls les cas des idéaux S2YH' et S2ZH' néces- 
sitent une vérification. Traitons le cas de S2YH' en utilisant les complexes (|4.15p et (|4.17p . Le 
cas de S2ZH' s'obtient de façon analogue en utilisant les complexes (j4.16p et (|4.18p . 

D'après [S Chapitre 1, §2, n°ll], un élément S2Y (g) c S S2Y (g)H' (Y + Z)C' est nul si et 
seulement s'il existe une famille finie {hi)i de H' et une famille finie {ci)i de (Y + Z)C' telles que 
c = hiCi et S2Y/ij = pour tout i, c'est-à-dire, d'après l'exactitude de ()4.15p . si et seulement 
si c € YS2C' + ZC. Si q = p, le complexe (|4.17p est exact, donc cette condition est équivalente 
à S2YC = et l'homomorphisme S2Y Ç^h' (Y + Z)C' — )■ C est injectif. Si q ^ p, tensoriser (|4.15p 
par le H'-module (Y + Z)C' donne le complexe ()4.17p qui n'est pas exact. Donc (Y + Z)C' n'est 
pas plat. La proposition 14.121 est démontrée. □ 

4.4. Platitude de C 

On a le résultat suivant. 

Proposition 4- 13. — Le H-module C est plat si et seulement si q = p = 2. 

Démonstration. — Le fait que C n'est pas plat sur H lorsque q est différent de p est donné par 
le corollaire 13.221 On suppose maintenant que q = p. 

Supposons que p = 2. Dans ce cas, le groupe T est réduit au caractère trivial, et C est égal à 
C D'après la proposition 11.221 et la proposition 14.121 le H-module C est plat. 

Supposons que p > 2, et soit x ^ T un caractère de T. Le H-module correspondant à C^ est 
e^^H, qui est de dimension 6 et de base {e^Tw \ w G Wq} en tant que Fp-espace vectoriel. Puisque 
tous les H- modules simples sont de dimension 1 (voir par exemple [IH Theorem 6.10 (iii)]), ce 
module est de longueur 6 dans ^ . Si C était un H-module plat, le foncteur 3~ des U-invariants 
fournirait, d'après la proposition 11 . 18l une équivalence entre S" et Pour montrer que C n'est 
pas un module plat, il suffit donc de trouver un caractère x que la représentation C^^- de G soit 
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de longueur strictement supérieure à 6 dans S . Remarquons que, puisque toute représentation 
non nulle de G admet un vecteur U-invariant non trivial, les éléments irréductibles des catégories 
S M coïncident. Il suffit donc de trouver x tel que C;^ est de longueur strictement supérieure 
à 6 dans ce qui a été fait à la proposition 14.61 □ 

Associé au corollaire 13.211 ce résultat fournit le corollaire suivant. 

Corollaire 4-i4- — On suppose que q ^ 2. Alors, pour tout 3, le B^''^ -module C^") n'est 
pas plat. 

On peut traiter le cas de C de façon analogue. On note C'^"^ et H'^") les quantités C et H' 
associées à G = GL„(A:) pour n ^ 1. On déduit de la proposition 14.121 le résultat suivant. 

Corollaire 4-15. — On suppose que qi^p. Alors, pour tout n ^ 3, le R''^''^ -module C'(") n'est 
pas plat. 

5. Représentations de GL„ sur un corps p-adique 
5.1. Préliminaires 

5.1.1. — Soit F un corps localement compact non archimédien de corps résiduel k. On 
désigne par l'anneau des entiers de F et par p l'idéal maximal de 0. On note q le cardinal de 
k. On fixe une uniformisante tu de F. 

Étant donné un entier n ^ 1, on pose G = GLn(F) et K = GLn(O). L'image de K par 
réduction modulo p est le groupe G = GL„,(/c) des sections précédentes. On note I le sous- 
groupe de K constitué des matrices dont la réduction modulo p est triangulaire supérieure, 
c'est-à-dire égale à B. C'est le sous-groupe d'Iwahori (supérieur) standard. Son unique pro-p 
sous groupe de Sylow est noté Ii, c'est l'ensemble des matrices dont la réduction modulo p est 
unipotente supérieure, c'est-à-dire égale à U. On l'appelle le pro-p-sous-groupe d'Iwahori de G. 
Pour m ^ 1, on pose Km = l + p"'M„(0). 

Par représentation de G ou de l'un de ses sous-groupes fermés, on entendra représentation 
lisse à coefficients dans F p. 

On désigne par B le sous-groupe de Borel de G des matrices triangulaires supérieures, de 
décomposition de Levi B = TU oii T désigne le tore diagonal et U le sous-groupe unipotent 
supérieur de G. On identifie le tore fini T de G avec un sous- groupe de T grâce au relèvement 
de Teichmiiller k^ 0^. 

On désigne par A le sous-groupe de G des matrices diagonales dont les coefficients non nuls 
sont des puissances de zu, et par A^^) le sous-groupe de G engendré par A et T. On note W le 
produit semi-direct de Wq par A(^). Il s'identifie à un sous-groupe de G qui constitue un système 
de représentants des doubles classes de G modulo Ii. 

Notons que le groupe de Weyl affine étendu, système de représentants des doubles classes de 
G modulo le sous-groupe d'Iwahori I, est le sous-groupe de W engendré par Wq et A. On le 
notera W'. 

On considère la donnée radicielle affine associée à (G, B, T). On se réfère à \24\ 1] par exemple. 
Les racines s'identifient avec celles de la donnée radicielle finie décrite au paragraphe 1 1 . 21 et l'on 
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note à nouveau $ = «î»"*" U $~ leur ensemble. Le sous-ensemble des racines positives «î»"*" est le 
semi-groupe engendré par l'ensemble des racines simples II = {âi, . . . ,àn-i}- On considère la 
racine ài comme le morphisme A ^ Z suivant : 

âi : diag(tz7'^^ , ro^^ , . . . , îu^" ) 1 — > Xj+i — Xi . 

Il s'étend par inflation en un morphisme ài : A^^^ Z. L'action naturelle de Wq sur A^^^ induit 
une action de Wq sur l'ensemble des racines que l'on note {wq, q) i-^ wqô. 

On définit comme dans [24j l'ensemble des racines affines par $ := <I> x Z. On considère $ 
comme un sous-ensemble de $ en identifiant à £ ^ avec (à, 0) € L'action de W sur l'ensemble 
des racines affines est définie comme suit : 

wqX : (à, k) I—)- {woà, k — à{X)). 

Les ensembles des racines affines positives et négatives sont respectivement : 

:= {{à,k), à e ^, k > 0}U {(â,0), à € $+}, 

:= {{â,k), â € < 0} U {(à,0), à € 

Le groupe W est muni d'une longueur i qui prolonge la longueur sur W décrite au paragraphe 
11.21 (on se réfère à \24\ §1.4] qui définit la longueur sur W'. Pour l'extension au cas de W, voir 
[37\ §1.2]). La longueur d'un élément w £W est le nombre de racines affines positives rendues 
négatives sous l'action de w. 

Le résultat suivant provient de [28\ Proposition 2.5]. 

Proposition 5.1. — // existe un système de représentants T> des classes à gauche W'/Wq tel 
que pour tout d £ D et w £ W', on a : 

l{dw) =i{d)+£{w). 

Chaque d ÇiD est l 'unique élément de longueur minimale dans dWo . 

Remarque 5.2. — (1) Puisque les éléments de T sont de longueur nulle dans W, l'ensemble 
T) est aussi un système de représentants des classes à gauche W/W. Chaque d € D est de 
longueur minimale dans dW mais il y a d'autres éléments de même longueur dans cet ensemble. 

(2) L'ensemble T) est un système de représentants des doubles classes Ii\G/K. 

(3) D'après la preuve de la proposition loc.cit., l'ensemble T) Ç W' est exactement l'ensemble 
des d G W' vérifiant d^^ Ç <î>+. Par définition de l'action de W sur les racines affines, cela 
signifie que d € D si et seulement si d € W' et diji H lJ)d~^ Ç li. 

La propriété suivante est prouvée par j281 Proposition 2.7]. 

Lemme 5.3. — Soient d e T) et s e Sq. Si £{sd) = i{d) - 1 alors sdeT). Si i{sd) = i{d) + 1 
alors sd ÇiD ou bien scfWo = dWo. 



30 



RACHEL OLLIVIER & VINCENT SÉCHERRE 



5.1.2. — On note C = indj^(l) la représentation de G obtenue par induction compacte à 
partir du caractère trivial de Ii. Elle s'identifie à l'espace des fonctions à support fini sur les 
classes à droite Ii\G muni de l'action de G par translation à droite. On note "K = EndQ(C) la 
Fp-algèbre de ses G-endomorphismes. Par réciprocité de Frobenius, s'identifie canoniquement 
à l'espace C^^ des fonctions de G dans Fp qui sont invariantes par Ii par translations à droite et 
à gauche, muni du produit de convolution d'unité lij . 

Le module universel fini C attaché au couple (G,U), dont on a étudié les propriétés comme 
représentation de G et comme H-module dans les sections [T] et [3l est maintenant vu comme 
une représentation de K qui se factorise par l'action triviale de Ki. Comme telle, on l'identifie 
au sous-espace ind{^(l) des fonctions de C à support dans K. En considérant les espaces des 
vecteurs Ii-invariants de ces représentations, cette identification fournit une injection naturelle 
de l'algèbre de Hecke finie H dans "K. On assimilera désormais H à son image dans !K : c'est la 
sous-algèbre de "K engendrée par les fonctions caractéristiques des doubles classes de la forme 
liwli pour w G W Ç W. Ainsi, on étend en toute légitimité les notations du paragraphe 11.21 : 
les fonctions caractéristiques : 

T^ = lliu;Il, weW, 

forment une base de IK = C^^ comme Fp-espace vectoriel. 
On a 

(5.1) TwTw' = Tyj^i pour tous les éléments w,w' ÇiW vérifiant l{w) + l{w') = l{ww'). 

Avec celles de la remarque 11.211 ce sont les seules relations dans "K dont nous ferons usage. On 
trouve dans |37| une présentation de "K par générateurs et relations. 

On note X l'immeuble de Bruhat-Tits affine réduit de G sur F. Pour k G {0, . . . ,n — 1} 
on note l'ensemble des simplexes, ou encore facettes, de X de dimension k. Il est muni 
d'une action de G. Les chambres de X sont les facettes de dimension maximale n — 1, les 
sommets de X sont les facettes de dimension 0. Ces derniers sont en bijection avec les classes 
d'homothétie des 0-réseaux de F". On note gq le sommet correspondant à la classe d'homothétie 
du réseau Oei © • • • © Oe„ engendré par la base canonique de F"' et l'on choisit do pour origine 
de l'immeuble. On appelle appartement standard de X le complexe simplicial dont les sommets 
correspondent aux réseaux de la forme w^^ Oei © • • • ©tij^" Oe„, avec fci , . . . , /c„ € Z, formés sur la 
base canonique. Un appartement de X est un conjugué de l'appartement standard sous l'action 
d'un élément de G. 

Rappelons que deux sommets a et a' sont voisins s'il existe des réseaux A et A' de F" corre- 
spondant respectivement a a et a' tels que roA' Ç A Ç A'. On dira que deux sommets voisins 
sont à distance 1 l'un de l'autre et la distance combinatoire entre deux sommets quelconques est 
alors définie par récurrence comme dans [21 2.1.3]. Lorsque l'on dira qu'un sommet cr G Xq est 
à distance m G N, il sera sous-entendu qu'il est à distance m de l'origine. De même, on parlera 
la boule de rayon m sans préciser qu'il s'agit de la boule fermée centrée en cjo, qui contient 
exactement tous les sommets à distance ^ m. 
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L'immeuble X est étiquetable, comme rappelé par exemple dans [9l 2] : il existe une applica- 
tion simpliciale A : X — > A„_i qui respecte la dimension des simplexes, 011 A.„_i est le simplexe 
standard construit sur {0,1, . . . ,n — 1}. Un étiquetage de X est unique à un automorphisme de 
A„_i près et l'on en fixe un pour la suite. Pour i G {1, ... ,n — 1}, on considère un simplexe 
r = {to, . . . , ti-i} de dimension i — 1 contenu dans un simplexe a = {sq, . . . , Sj} de dimension i. 
Le nombre d'incidence [a, r] de r dans a est défini comme suit : 

[a, t] = i-iy si {A(so), . . . ., Xis^)} - {Xito), A(t,)} = {j}. 

À toute facette o" de X correspond un pro-p-sous-groupe Uo- de G ( |311 §1]), qui est le pro-p- 
radical du sous-groupe parahorique compact de G fixant a point par point. Pour tout élément 
5 € G, on a Ug.o- = gU^g"^- Suivant |3H §1], pour chaque entier i € {0, . . . , n — 1} et toute 
représentation V de G, on pose : 

(5.2) ^.(x,v)= 

espace naturellement muni d'une structure de représentation de G. Plus précisément, si 5 E G 
et si / G =^i(X, V), alors gf est la fonction définie par a ^ g ■ f{g~^ ■ a). Pour i € {1, . . . , n — 1}, 
on définit une application de transition : 

di:^iO^,Y) ^ ^,_i(X,V), 

/ ^ (r^ E [<T:r]f{a)). 

dim(cr) — i 

Cette application est équivariante sous l'action du sous-groupe de G des éléments à déterminant 
inversible dans 0. On a ainsi un complexe augmenté : 

(5.4) o^^„_i(X,V) ^•••^^o(X,V) ^V^O, 
où. a désigne l'homomorphisme d'augmentation défini par : 

«(/)= E /(^)- 

dim((T)=0 

Ce complexe est appelé le système de coefficients associé à la représentation V de G. 

Si l'on choisit V = C, l'espace ()5.2p est un ^{-module à gauche (!K opère sur ()5.2p composante 
par composante), les applications de transition (|5.3p sont J{- linéaires et 

(5.5) o^^„_i(x,e)^ — ^ ^o(x,e) ^ e ^ 0, 

est un complexe de ?f- modules qui est exact d'après la preuve du théorème de |3H §3]. 

On note C = indp(l) l'induite compacte du caractère trivial de L Elle s'identifie à l'espace 
des fonctions à support fini dans I\G muni de l'action de G par translation à droite. Soit 
"K' = EndQ(C') la Fp-algèbre de ses G-endomorphismes. Par réciprocité de Frobenius, ÎK' 
s'identifie canoniquement à l'espace C'^ des fonctions de G dans Fp qui sont invariantes par I 
par translations à droite et à gauche, muni du produit de convolution d'unité li. 



(5.3) 
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Remarque 5.4- — Au paragraphe ^1.41 nous avons introduit l'idempotent central si de H. Vu 
comme élément de c'est encore un idempotent central et il correspond à la projection naturelle 
C — > C. Ainsi, Si^i est un facteur direct de IK comme 5C- module à droite et C est un facteur 
direct de C comme !K-module à gauche. 

Le lemme suivant est immédiat. 

Lemme 5.5. — Soit A un idéal à droite de 'K. Pour tout i G {0, . . . , n — 1}, on a 
AIm{di) = di{A^i{X, e)), A^i{X, C) = ^^{X,Ae) et Ker(ôi) n el{^^{X, C)) = £i(Ker(a,)). 

En appliquant ce lemme avec l'idéal à droite de IK engendré par ei, le complexe ()5.5p . donne 
un complexe augmenté de ^{'-modules : 

(5.6) ^ ^n~i{x, e')^ — > ^o(x, e') A e' ^ 

qui est également exact. 

5.2. L'espace des vecteurs Ki-invariants de C 

Dans ce paragraphe, on donne une description de l'espace des vecteurs Ki-invariants de C. 

Proposition 5.6. — L'espace des vecteurs Ki-invariants de S est engendré en tant que "K-mo- 
dule par les x • li^, avec x G G vérifiant x^-'^Kix Ç I^, c'est-à-dire par les li^x, o.vec x € G 
vérifiant IixKi = Iix. 

Remarque 5.7. — Ce résultat, ainsi que la preuve que nous en donnons, est valable sur un 
corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, non nécessairement p. 

Démonstration. — Comme espace vectoriel, l'espace des vecteurs Ki-invariants de C est engen- 
dré par les fonctions caractéristiques de la forme Ii^^Ki, avec 5 € G. Si / = Iii^Ki est une telle 
fonction, il suffit de montrer qu'il existe une fonction Ki-invariante de la forme e = li^x) avec 
X G G vérifiant IixKi = Iix, telle qu'on ait / G • e. Puisque "K ■ e est l'espace des vecteurs de 
C invariants par x~^Iix, cela revient à montrer qu'il y a un élément x G G tel que x~^Iix fixe 
/ et contienne Ki c'est-à-dire tel que 

Kl Çx-iJix Ç5"^Ii5Ki. 

Par la décomposition de Bruhat, l'élément g se décompose dans G = IiWIi. De plus, tout 
élément de W s'écrit comme un produit d'un élément de 2) défini par la proposition 15.11 et d'un 
élément de W qui est inclus dans K. Puisque K normalise Ki, on peut se ramener au cas 011 g 
est un élément de T>. D'après la remarque 15.21 on a alors 

(5.7) 5(11 nÙ)<7^i Cil. 

On note U~ le sous-groupe unipotent opposé à U relativement à T et l'on écrit la décomposition 
d'Iwahori : 

ii = (iinù)-(iint)-(iinù-). 

Les deux derniers facteurs sont contenus dans Ki de sorte que ()5.7|) implique 

Il Ç5"'liffKi. 
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Autrement dit, x = 1 convient. □ 

5.3. Du cas fini au cas p-adique 

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 15.11 

Proposition 5.8. — L'algèbre de Hecke "K est un module à droite (respectivement à gauche) 
libre de base {T^}deD (respectivement {T(i-i}d£i)) sur l'algèbre de Hecke finie H, où l'ensemble 
T) est défini par la proposition 15. il 

Remarque 5.9. — Le sous-espace r^H de "K est exactement celui des fonctions Ii-invariantes 
à support dans IidK. 

5.3.1. — On déduit de la proposition 15.81 les deux lemmes suivants. 

Lemme 5.10. — Tout ^-module à gauche m est un facteur direct de la restriction de ®h tti 
à H. 

Démonstration. — Comme le lemme 13.231 a été prouvé grâce au lemme 13.51 on prouve le présent 
résultat en utilisant le lemme [5^31 Par la proposition 15.81 l'espace vectoriel "KÇ^nm s'identifie à 
la somme directe des TdTn pour d G T). On définit le sous-espace vectoriel n de "K (8)h Tn comme 
la somme directe des r^m pour d / 1 et l'on montre qu'il est stable sous l'action de l'algèbre H, 
engendrée par {r^, rt, s G Sq, i € T}. 

a/ Comme dans la preuve du lemme 13.231 un sous-espace de la forme Tdm avec d G D est 
stabilisé par l'action de rt, i € T. 

b/ Le point a/ assure que n est stable sous l'action de rt pour tout t G T. 
c/ Soit s S Sq. Vérifions que Tg stabilise l'espace n. Soit d G T), d ^ 1. 

Si £{sd) = i{d) — 1 alors Td = TgTgd et sd appartient à T> d'après le lemme 15.31 D'après la 
remarque 11.211 la combinaison linéaire a = — X^^g-j, ^a^^Sx d'éléments de {Tt,t G T} vérifie 
TsTd = TsUTsd de sorte que Tgr^m = rsOTs^m C r^Ts^m = r^m d'après a/. 
Si i{sd) = £{d) + 1 alors TgTd = Tsd- Si l'élément sd appartient à Œ), alors TsT^m = r^^m C n. 
Sinon, sd G dW d'après le lemme 15.31 donc il existe w G W tel que Tsd = TdTw de sorte que 
TsTrfm = TrfT.„m C Tdxn C n. 

Ainsi, n est bien stable sous l'action de H. □ 

Lemme 5.11. — Un ^-module à gauche de type fini m est plat si et seulement si le 'Ji-module 
5t CSh iTi est plat, et dans ce cas, ils sont même tous deux projectifs. 

Démonstration. — Soient A un idéal à droite de ïl et A l'idéal à droite de !K qu'il engendre, 
c'est-à-dire que A = A'K, qui est isomorphe à A ®h par la proposition 15.81 Sous l'hypothèse 
que !K (8)h m est un J{-module à gauche plat, l'application linéaire naturelle 

A (8)h m ~ a (g)H (8>H m — > "K (g)H m 

est injective. D'après le lemme lS.lOl l'espace A(8)h1^ s'injecte dans A^H^f^iinx et la restriction de 
l'application précédente à cet espace n'est autre que l'application linéaire naturelle A(8)Hm — > m, 
qui est donc également injective. D'après [U chap. I, §2, n°3. Proposition 1 a)], cela suffit à 
assurer la platitude de m. 
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Supposons que m est un H-module à gauche plat, donc projectif par le lemme fï.171 : c'est un 
facteur direct d'un H-module libre. Par la proposition 15.81 tensoriser par "K montre alors que 
"K (8)h m est un facteur direct d'un îK-module libre. C'est un ^{-module projectif donc plat. □ 

5.3.2. — 

Corollaire 5.12. — L'application naturelle de "K (8)h C dans C^^ est un isomorphisme de 
"K-modules à gauche et de représentations de K. En particulier, la K-représentation C^^ se 
décompose en la somme directe des r^C, d € V. 

Démonstration. — L'injectivité est une conséquence de la proposition 15.81 par les arguments 
suivants. L'espace !K (8)h C se décompose comme représentation de K en la somme directe des 
Tfi®C pour d & T). Les espaces images des r^^C dans S^^ sont en somme directe puisque r^C 
est un ensemble de fonctions à support dans IidK. Il suffit donc de vérifier que (8) C — )■ TdC 
est injective. Pour cela, on remarque que chaque application K-équivariante : C — > S est 
injective puisque sa restriction à l'espace Ii-invariant H l'est. 

En vertu de la proposition l5.6l et puisque K normalise Ki, la surjectivité sera prouvée lorsque 
l'on aura vérifié que si la fonction / = Ij^^ avec d S D est Ki-invariante, alors elle appartient à 
l'image de 5f Oh C ^ C^i . 

L'hypothèse de Ki-invariance se traduit par IitiKi = lid. Ainsi, par la décomposition 
d'Iwahori, Iidli = lid{li n U). D'après la remarque 15. 2 1, on a donc Iidli = Iid de sorte que / 
est égale à la fonction caractéristique de Iidli : on a prouvé que / = Td^ii € r^C. □ 

Lemme 5.13. — Le "K-module C^^ est un facteur direct de C^^. 

Démonstration. — Le corollaire 11.161 dit que le H-module est un facteur direct de C. On 
conclut en notant que dans l'isomophisme "K (E>u C ~ C^^ le sous-espace J{ (»H CU de ?{ ®H C 
s'identifie à e^i. □ 

Les lemmes 15.101 et 15.111 appliqués à m = C donnent respectivement : 

Proposition 5.14- — Le ïL-module à gauche C est un facteur direct de C^^. 

Proposition 5.15. — Le 'K-module à gauche C^^ est plat si et seulement si le ïi-module C est 
plat. 

Remarque 5.16. — On a donc prouvé que si S^^ est un Jf-module plat, il est même projectif. 

Exemple 5.17. — Par la remarque 15. 4| le travail précédent est valable en remplaçant C par 
C, par ÎK', C par C' et H par H' avec les notations du paragraphe 11.41 De cette remarque, 
des propositions 12.11 12.21 et des corollaires 14.141 14.151 on déduit les assertions suivantes. 



(1) Si 


n 


= 1, 


le !K-module C^^ est projectif. 




(2) Si 


n 


= 2, 


le ^-module C'^^ est projectif. 




(3) Si 


n 


= 2, 


le !X-module C^^ est projectif si et seulement si q = 


= p. 


(4) Si 


n 


= 3, 


le JCi -module S*^ est projectif si et seulement si q 


= p. 


(5) Si 


n 


= 3, 


le IK-module S^^ est plat si et seulement si q = p 


= 2, auquel cas il est même 



projectif. 
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(6) Si n ^ 4 et g / 2, le ?f-module n'est pas plat. 

(7) Si n ^ 4 et g 7^ p, le 5f-module C*^ n'est pas plat. 



5.3.3. — On reprend les notations du paragraphe 13. 4i En particulier P = MN est un 
sous-groupe parabolique supérieur de décomposition de Levi P = MN. On désigne par le 
sous- groupe de K image réciproque de N par la réduction modulo p, par ^ celle de M. Ce sont 
des sous-groupes ouverts et compacts de G. 

Proposition 5.18. — L'isomorphisme "K C ~ C^^ du corollaire \5.1^ induit par restriction 
un isomorphisme de 'K-modules à gauche et de représentations de ^ : 

:k (8)H ~ e-^. 

En particulier, le H-module s'identifie à un facteur direct de C"^. 

Démonstration. — D'après le corollaire 15.121 La K-représentation s'identifie à la somme 
directe des r^C, d G T). L'application : C — > r^C est injective comme nous l'avons noté dans 
la preuve du corollaire 15.121 de sorte que l'espace des o/K-invariants de r^C est égal à r^C^^. 
Ainsi, on a bien l'isomorphisme annoncé. La dernière assertion provient du lemme 15.101 □ 

Corollaire 5.19. — Si Cm est un HM-nT-odule à gauche plat, alors le "K-module à gauche C"^ 
est plat et même projectif, et est un facteur direct de . 

Démonstration. — Si Cm est un HM-module à gauche plat, alors d'après la proposition 13. 25| le 
H-module C^ est projectif et est un facteur direct de C. On conclut en utilisant l'isomorphisme 
de ?{-module à gauche C '^' ~ «)h C^. □ 

Remarque 5.20. — Le lemme 11.161 assure que eu est un facteur direct de C comme H- 
module. On déduit de la proposition [5TT8] que C^^ est un facteur direct de C'^ comme ^-module. 

Exemple 5.21. — Nous ferons usage de l'exemple suivant dans la section [3 On choisit n = 3. 
Soit M le sous-groupe de Lévi standard de GL3(A;) isomorphe à GL2(A;) x GLi(A;). On désigne par 

P le sous-groupe parabolique supérieur de GL3(Â;) associé, de radical unipotent N = 1 A: 

[0 1) 

(p P o\ 

Dans ce cas, ^ = 

Si q = p, on déduit de ce qui précède et de la proposition 12.21 que C*^ est un îK-module 
projectif facteur direct de C^^. Si q p, le ^-module C"^ n'est pas plat. 

Remarque 5.22. — La proposition 15. 18l et le corollaire 15.191 sont valables en remplaçant C par 
C, par !K', C par C et H par H' avec les notations du paragraphe 1 1 . 41 et par la remarque 15.41 
On déduit alors de la proposition 12. 1 1 que Q'^ est un !Ki-module projectif facteur direct de C'^^ 
que q soit égal à p ou non. 
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6. Le cas de GL2(F) 
6.1. Filtration de 6 

6.1.1. — En tant que 3f-module et en tant que représentation de K, l'espace C est la limite 
inductive des C^'" pour m ^ 1. 

Proposition 6.1. — L'espace des vecteurs Km-invariants de C, pour m ^ 1, est engendré en 
tant que ïi-module par les x ■ li^, avec x G G vérifiant x~^KmX Ç I^, c'est-à-dire par les li^x, 
avec X G G vérifiant lixKm = Iix. 

Démonstration. — De façon analogue au cas oii m = 1 traité par la proposition 15.61 on va 
chercher, pour tout g G G, un élément a; € G tel que x~^Iix fixe / = liigK,„ et contienne K^- 
En appliquant la décomposition de Bruhat et puisque K normalise K^, on peut se ramener au 
cas où g est une matrice diagonale de la forme 

g = diag{uj''\zu''^)= l ^ ^^1, ai,a2GZ, 

et l'on va chercher x sous la forme diagonale diag{vj^'^ , -cu^^) , avec 61,62 G Z. La condition pour 
que x~^lix contienne s'écrit : 

(6.1) 1 — m ^ 62 — 61 ^ m, 

et la condition pour que x~^lix soit contenu dans g~^ligKm s'écrit : 

(6.2) minjjn, 02 — ai} ^ 62 — 61 ^ max{l — m,a2 — ai}. 
Si li^g est invariant par K^, c'est-à-dire si g~^lig contient Km, on a : 

1 — m^a2 — ai^m 
et il suffit de choisir x = g. Sinon, les conditions ()6.ip et ()6.2p imposent le choix : 



61 



m si a2 — ai ^ m + 1, 
1 — m si a2 — ai ^ —m. 



Dans tous les cas, il y a un seul choix possible pour x à un scalaire près. □ 

6.1.2. — Dans le cas de GL2(F), l'immeuble X a une structure d'arbre. On choisit 
l'étiquetage des sommets de sorte que l'étiquette de uo est 0. On appelle arête plutôt que 
chambre les facettes de dimension 1. Rappelons que deux arêtes quelconques de l'arbre sont 
conjuguées sous l'action d'un élément de G. Pour m G N, 1, on dira d'une arête qu'elle est 
à distance m si l'un des deux sommets qui la constituent est à distance m et l'autre à distance 
m — 1 (sous-entendu de l'origine do). 

La décomposition de Cartan pour G s'écrit : 

où Z désigne le centre de G, que l'on identifie à F^. Pour m G Z, on note Xm la matrice 
diagonale diag(îï7™', 1), et l'on fixe un système de représentants %m de K/K n A„^KA~^. Alors 
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l'ensemble des kXm, avec m ^ et /c S JCm, est un système de représentants de G/KZ. Pour 
m ^ 0, les sommets à distance m de l'arbre X sont les kAm^o pour k G "Xm- 

Pour tout sommet a à distance m ^ 1, on désigne par e{a) l'unique arête à distance m 
contenant le sommet a. Elle relie a à l'unique voisin de u à distance m — 1. On pose e{ao) := 

{fJo, A„ifTo}. 

Remarque 6.2. — (1) Le fixateur de l'arête e((To) est le sous-groupe d'Iwahori I. Le pro-p- 
groupe Ue(o-o) associé à l'arête e{ao) est le pro-p-sous-groupe d'Iwahori Ii. 

(2) Soit 5 € G et m ^ 1. Remarquons que le sommet gao est à distance ^ m si et seulement 
si Km C gKg~^ ou encore si et seulement si K^+i ÇL â'Kiâ'"^ ; l'arête ge{ao) est à distance 
^ m si et seulement si c'est le cas de chacun de ses sommets et l'on vérifie que cela signifie que 
Km ^ 9^i9~^j en remarquant que K n A_iKAi = L 

Un calcul explicite donne le lemme suivant. 

Lemme 6.3. — Pour tout m^l, on a A„e^i Ç Q^rn+i j^^gii = (A^e^O n C^™. 

Proposition 6.4. — Pour m ^ 0, on a l'égalité suivante : 



U, 



o-eXo 

à distance m 

Démonstration. — L'inclusion indirecte est assurée par le lemme 16.31 car K^+i est distingué 
dans K. Montrons l'inclusion directe par récurrence sur m. Elle est immédiate pour m = 
puisque Uo-q = Ki. Supposons-la vraie à un certain rang m ^ et montrons-la au rang suivant. 
Puisque les espaces en présence sont stables sous l'action de !K, il suffit, d'après la proposition 
16. H de montrer que toute fonction Km+i-invariante de la forme / = Ij^g, avec g £ G, appartient 
à l'espace de droite. Dire que / est Km+i-invariante signifie que K^+i est inclus dans g^^Iig. Si 
cette fonction est même K^-invariante, alors on conclut par récurrence. Sinon, cela signifie que 
Km n'est pas inclus dans g~^Iig et, d'après la remarque [621 que l'arête fl'~^e(c7o) est à distance 
exactement m + 1. L'un des deux sommets g'^ao ou g~^X-icrQ est donc à distance m-|- 1 et l'on 
note a le sommet en question. Dans chacun des deux cas, on vérifie que / appartient à C^"^ □ 

Lemme 6.5. — Pour tout sommet a à distance 1, on a une injection "K-équivariante 

(6.3) gU^^gUe, ^ gK™+i^gK,„^ 

Démonstration. — Le sommet a est de la forme kXmO'o avec /c G K et l'on vérifie que est 
alors l'image par translation par kXm de l'arête Co-g. Ainsi, Uo- = kXmKi{kXm)~^ et Ue^ = 
A;Am,Ii(^Am)~^- Puisque les sous-groupes de congruence et K^+i sont normalisés par k, on 
se ramène au cas de k = 1 qui est prouvé par le lemme 16.31 □ 

D'après la proposition 16.41 le J{-module g^'^+i/C^™ est égal à la somme des images des 
applications ()6.3p lorsque a parcourt l'ensemble des sommets à distance m. On a un morphisme 
^-équivariant surjectif 

(6.4) e"Ve"'" — ^gK^+ygK™^ 

creXo 
à distance m 
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6.1.3. — 

Proposition 6.6. — Le complexe 

(6.5) ^ ^i(x,e) ^ ^o(x,e) ^ e ^ 0, 

défini au paragraphe \5.1.iA est exact si et seulement si l 'application \6.4^ est injective pour tout 
m ^ 1. 

Démonstration. — Supposons que l'application ()6.4p est injective pour tout m ^ 1. 

Soit / G =^o(X, C) : c'est une fonction de support supp(/) fini sur l'ensemble Xq des sommets 
de l'arbre et de valeurs /(cr) G Ç}^" pour tout a G supp(/). Soit ?n ^ le rayon minimal tel que 
le support de / est contenu dans la boule de rayon m. 

On suppose que / appartient au noyau de a c'est à dire que X^o-gXo ■/'('^) ~ montre 
par récurrence sur m que / est dans l'image de di. Remarquons que m ne saurait être égal 
à puisque la restriction de a aux fonctions de support le sommet origine cfq n'est autre que 
l'inclusion C^^ C C. 

Supposons que m = 1. Alors 

Y, /(^) = -/(^o) e ei^i 

o-eXo 

à distance 1 

donc /(o") G 6^'='^ pour tout sommet a à distance 1 par injectivité de ()6.4p . On définit alors 
if G ^i(X, C) de support l'ensemble des arêtes à distance 1 de la façon suivante : pour tout 
sommet a à distance 1, la fonction ip prend en {(To,(t} la valeur /(cr). Suivant la définition de 
l'application de transition di, on vérifie que di{ip) G =^o(X, C) est la fonction de support contenu 
dans la boule de rayon 1 donnée par : 

5iMK) = - E /(^) = /M 

o-eXo 

à distance 1 

et di{ip){a) = /((t) pour tout sommet a à distance 1. Autrement dit, di{Lp) = f. 

Supposons que m ^ 2 et que la propriété est vraie aux rangs ^ m — 1. D'après le lemme [6^ 
on a l'inclusion C^'' C C^™ pour tout sommet a à distance ^ m — 1. Par conséquent, on a 

o-eXo 
à distance m 

Par injectivité de (|6.4p . on en déduit que f{a) G 6^'='^ pour tout sommet a à distance m. On 
peut alors définir la fonction ip G =^i(X, S) de support l'ensemble des arêtes à distance m de la 
façon suivante : pour tout sommet a à distance m, la fonction ip prend en Ca la valeur /(cr). 
On vérifie que di{p>) G ^o(X, C) est une fonction de support contenu dans la boule de rayon m 
telle que, pour tout sommet a à distance m, 

9i(^)(a) = -(-l)™/(a). 

La fonction / + (— l)"^ôi((/9), de support inclus dans la boule de rayon m — 1, appartient au 
noyau de a. Par hypothèse de récurrence, / appartient à l'image de di. 



MODULES UNIVERSELS DE GL3 SUR UN CORPS p-ADIQUE EN CARACTÉRISTIQUE p 



39 



Supposons que le complexe ()6.5p est exact. Soit m ^ 1. Montrons que ()6.4p est injective. 
Soit {va)a une famille non nulle d'éléments de C indexée par les sommets à distance m avec 
Va G C^"^. Supposons que 

vae e^'". 

o-GXo 
à distance m 

Par la proposition 16.41 il existe une famille {va)a d'éléments de C indexée par les sommets a à 
distance ^ m — 1 avec Va G C^"^ et 

(6.6) J2 Yl ^- = 0- 

(t6Xo <t6Xo 
à distance m à distance 

On définit la fonction v € =^o(X, S) à support dans la boule de rayon m en posant v{a) := Va 
pour tout sommet à distance ^ m. Par ()6.6p . la fonction v appartient au noyau de a et par 
exactitude de ()6.5p . à l'image de di : il existe une fonction w € ^i(X, C) telle que di{w) = v. 
Soit r ^ 1 le rayon minimal tel que le support de tu est contenu dans la boule de rayon r et soit 
r une arête à distance r dans ce support. L'arête r possède un unique sommet à distance r et 
il n'y a pas d'autre arête dans le support de w le contenant. On en déduit que di{'[u) prend 
une valeur non nulle en ce sommet, puis que r = m. La valeur de di{w) en chaque sommet a à 
distance m est égale à —{—l)"^w{ea) € C^=<^ . Mais elle est aussi égale à Va- D'oii Va G C^^'^ . □ 

Comme rappelé au paragraphe 15.1.21 la proposition suivante est démontrée dans |31j et l'on 
en déduit le corollaire 16.81 

Proposition 6.7. — Le complexe Ii6. 5|) est exact. 

Corollaire 6.8. — Pour tout m ^ 1, l'application 1^6.4^ est un isomorphisme. 
6.2. Platitude de C 

Nous allons montrer la proposition 16.91 suivante. Notons que les arguments utilisés ici sont 
latents dans [26], 011 un résultat similaire est prouvé, mais seulement pour le module Q/ruC 
sur l'algèbre de Hecke "K. Remarquons d'ailleurs que pour ce module universel, l'analogue du 
crucial corollaire 16.81 est démontré directement dans |26j sans utiliser |31] . Cette preuve directe 
est adaptable au cas du module universel C. 

Proposition 6.9. — (1) Le 'K-module C est plat si et seulement si le }î-module fini C est 
plat, autrement dit si et seulement si q = p. Dans ce cas, ce sont même des modules projectifs. 
(2) Le "K-module Ci est projectif. 

Le critère de platitude suivant est tiré de O chap. I, §2, n°5. Proposition 5]. 
Lemme 6.10. — Soit : 

^ E' ^ E ^ E" ^ 

une suite exacte de "K-modules à gauche. On suppose que E" est plat. Alors E est plat si et 
seulement si E' est plat. 
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Preuve de la proposition \6.9i — (1) Supposons que C est un îK-module plat. En utilisant le 
lemme lïïTTÏÏl et l'exactitude du complexe (|6.5p . la platitude du ÎK- module ^o(X, C) est équivalente 
à celle de =^i(X, C). Ce dernier étant une somme directe de copies de !K, il est plat, et l'on en 
déduit que ^o(X, C) est plat. Puisque J^o(K,Q) est une somme directe de copies de C^^, la 
proposition 2 [5j chap. I, §2, n°2] dit que C^^ est un IK-module plat, ce qui, par la proposition 
15.151 implique que C est un H-module plat. 

Pour montrer l'implication réciproque, rappelons que C^^ est un facteur direct de C^^ (lemme 
15.13p . Supposons que C est un H-module plat, c'est-à-dire que C^^ est un 5{-module plat par la 
proposition 15.151 et même projectif par la remarque qui la suit. Alors, pour tout m ^ 1 et tout 
sommet à distance m, le IK- module gU^ygUe^ gg^- projectif, puisqu'il est isomorphe, à C^^/C^^ 
par la preuve du lemme E31 Par la proposition 16.81 le IK- module g^m+i^gK™. projectif pour 
tout m ^ 1. Ainsi, C est projectif, comme somme directe de modules projectifs. 

(2) En appliquant la projection ei : C — > Ci qui est un idempotent central de !K, on obtient 
un isomorptiisme de Jfi -modules analogue à ()6.4p en remplaçant C par Ci. Or on sait que Ci est 
un H-module projectif. Les arguments du point précédent s'appliquent alors et l'on en déduit 
que Cl est un JCi-module projectif. 

□ 

6.3. Remarques sur les présentations des représentations de GL2(F) 
6.3.1. — On rappelle que le complexe 

(iïï3|) ^ ^i(x,e) ^ ^o(x,e) ^ e ^ 0, 

est un complexe exact de IK-modules. On note G° le sous-groupe de G des éléments de 
déterminant inversible dans 0. Le complexe ci-dessus n'est pas G-équi variant, mais simplement 
G° équivariant. Comme dans [31j . on le modifie pour en faire un complexe de représentations 
de "K et de G qui lui est isomorphe en tant que complexe de représentations de "K et de G°, 
en considérant les espaces de chaînes orientées comme suit. Une arête orientée est un couple 
de la forme (cr, cr') oii {cr,a'} est une arête de X. On note X(i) leur ensemble. On définit alors 
^(1) (X, C) comme l'ensemble des fonctions / à support fini dans l'ensemble des arêtes orientées 
telles que f{a,a') = —f{a',a) G Q^i^'"^'} pour toute arête {a, a'}. L'espace J^(^q^{X,Q) est iden- 
tique à ^o(X, C) et l'application de transition ô(i) : ^(i)(X, C) — )• ^(o)(^) 2) associe à la fonction 
de support {{a, a'), (a', a)} et de valeur v en {a, a') la fonction a i— —v, a' i— v. Le complexe 
de représentations de G et de !K 

(6.7) ^ ^(1) (X, C) ^ ^(0) (X, C) A e ^ 0, 
est exact. 

On se donne un Jf-module à droite 9JÎ. Désormais dans ce paragraphe, on suppose que q = p 
de sorte que C est un !K-module projectif par la proposition 16.91 La suite exacte (|6.7p admet 
donc une section îK-équivariante et le complexe suivant de représentations de G est exact 

(6.8) ^ ®M ^(1) (X, C) -> 9H ®M ^(o) (X, C) -> 5JÎ C ^ 0. 

On obtient ainsi une résolution pour toute représentation de G de la forme lUÎ Ç^'x C. 
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Remarque 6.11. — Le complexe (|6.7p admet une section G-équivariante naturelle : Q ^ 
=^(0) (X) S) définie par li^ — )• /o ori /o est la fonction de support gq et de valeur li^ G C^^ . 

Vérifions que cette section n'est pas [K-équivariante. On pose u: := \ ) . Cet élément 

\w / 

normalise Ii et est de longueur nulle dans W. L'image de li^ par est la fonction caractéristique 
liicj = ^"""^-lii qui est envoyée par ,9' sur la fonction de support oj^^a^ et de valeur oj'^li^. 
L'image par t^j de /o est, quant à elle, la fonction de support o"o et de valeur r^^ G C^^. 

6.3.2. — Dans ce paragraphe, on suppose de plus que F = Qp. Soit vr une représentation 
de G ayant un caractère central. D'après |27j . elle est isomophe à la représentation 

de sorte que ()6.8p fournit une résolution pour la représentation vr. Dans les termes de Breuil- 
Paskunas ( |29j . [8]). la représentation vr est l'homologie en degré du diagramme donné par 
l'injection IiZ-équivariante 

(6.9) TT^Wvr^i ^^e^'- 

Dans le cas où vr est admissible, en particulier si vr est irréductible ([T], [6]), l'espace vectoriel 
71"^^ S^^ est de dimension finie puisque C^^ est un ^{-module de type fini (proposition 15.6p . 
On obtient ainsi une présentation standard pour toute représentation admissible de GL2(Qp) 
ayant un caractère central. Ce résultat a été démontré pour la première fois par [15j . On en 
trouve d'autres preuves dans [8], [38], |19j . |17j . 

Remarque 6.12. — (1) L'espace vr^^ C^^ est la sous-K-représentation de tt engendrée 
par vr^i. C'est un sous-espace Ki-invariant. Cet espace ne coïncide pas en général avec l'espace 
TT^i des Ki-invariants de vr. Par exemple, dans O Théorème 8.6], Breuil donne un exemple où 
vr est une représentation super singulière, vr^^ n'est pas une représentation semi-simple de K, et 
TT^^ ®j{ C^^ est son socle. 

(2) Comme dans [31^ §3], on peut construire le complexe de représentations de G suivant : 

(6.10) 0^^(i)(X,7r) ^^(0)(X,7r) ^vr^O 

où TT est une représentation lisse de G à coefficients dans un corps algébriquement clos Â de 
caractéristique quelconque. Les espaces ^(o)(X, vr) et ^(i)(X, vr), l'application de transition 
et le morphisme d'augmentation sont définis comme au début du paragraphe 16 .3 . Il en remplaçant 
C par vr. 

Dans le cas où ^ est le corps des nombres complexes et vr est une représentation de G engendrée 
par son espace des vecteurs Ii-invariants, il est prouvé dans [31j que le complexe ()6.10p est exact, 
donc en particulier, vr est isomorphe à l'homologie en degré du diagramme donné par l'injection 
Ii-équivariante vr^^ ^ vr^^ . 

Le point (1) de la présente remarque dit que le complexe (jO.lOp n'est pas exact en général si 
^ est de caractéristique p. 
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7. Le cas de GL3(F) 

Dans toute cette section, on suppose que n = 3. 

7.1. Notations et préliminaires 

On note Z le centre de G. On reprend les notations de l'exemple 15.211 On note le 
sous-groupe de K image réciproque du sous-groupe parabolique standard de G de facteur de 
Levi M = GL2(A;) x GLi(/c). C'est un sous-groupe parahorique de G de pro-p-radical égal au 
sous-groupe ,jV défini dans l'exemple 15.211 On pose 

/ 1 0^ 
w := 1 

\w Oy 

Remarquons que = rold où Id est la matrice identité de G. Distinguons et notons 02 la 
chambre standard de l'immeuble X : les sommets do, wcjo et cj^cjo forment une chambre dont le 
stabilisateur sous l'action de G est le sous-groupe engendré par et le sous-groupe d'Iwahori I. 
On note o\ l'arête {(To,W(To}. Elle a pour stabilisateur le sous-groupe de G engendré par Z et 

g». 

Les facettes fxojfi et ai sont telles que les pro-p-sous- groupes de G associés (voir ^5.1.2p sont 
respectivement Uo-q = Ki et Uo-j = Ii et : 

/p P o\ 
P P 



u,^ = ^ = 1 + 



\p p p/ 



Commençons par un résultat relatif à la structure de l'immeuble de GL3. 

Soit m ^ 1 et cj un simplexe de X. On dira que a est à distance m si m est le plus petit rayon 
d'une boule de centre do contenant le simplexe a. 

Soit a une chambre de X à distance m. Elle possède un sommet x à distance m, un sommet 
z à distance m — 1 et un sommet y à distance m — 1 ou m. On dira qu'elle est de type (a) si y 
est à distance m, de type (6) s'il est à distance m — 1. 

Lemme 7.1. — L'ensemble des chambres de X à distance m contenant l'arête {x,y} est 

- réduit à {a} si y est à distance m c'est-à-dire si a est de type (a), 

- constitué de a et de chambres de type (a) si y est à distance m — 1, c'est-à-dire si a est de 
type (b). 

Démonstration. — Quitte à conjuguer par un élément de G, on peut supposer que a appartient 
à l'appartement standard. D'après [21 Lemmes 2.3.4 et 2.3.5], tous les voisins de a; à distance 
m — 1 appartiennent à chacun des appartements contenant à la fois (Jq et x (ils sont donc dans 
l'appartement standard) et sont au nombre de 1 ou 2. De plus, si x a deux voisins à distance 
m — 1, il forme avec eux une chambre de l'immeuble. 



Soit a' = {x,y,t} une autre chambre à distance m contenant {x,y}. 
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- Supposons que y est à distance m et que a ^ a' . Alors t est nécessairement à distance 
m — 1 et est un voisin de 2; à distance m — 1 dans l'appartement standard. Si x a un seul voisin 
à distance m — 1 alors t = 2: et o" = o"' ce qui est exclu. Donc x possède deux voisins à distance 
m — 1, ce sont t et z. Mais alors z} forme une autre chambre de l'appartement standard, 
ce qui contredit le fait que y et t sont voisins. 

- Supposons que y est à distance m — 1 et que a' est, comme a, de type (6) c'est-à-dire que 
t est également à distance m — 1. Alors y, z et t sont des voisins à distance m — 1 de x ce qui 
conduit à la seule possible conclusion que z = t et a' = a. 



Pour GL3(F), le complexe augmenté de 5C- modules à gauche (|5.5|) . dont on rappelle qu'il est 
exact, s'écrit : 



Proposition 7.2. — Soit f € ^2(X, S). On suppose que toute arête dans le support de d2{f) 
est à distance ^ m. Alors les chambres du support de f sont à distance ^ m. 

Démonstration. — Soit m' ^ 1 le plus petit entier tel que le support de / est inclus dans la 
boule (fermée de centre co) de rayon m' . On suppose que m' > m. Soit a une chambre du 
support de / à distance m' : notons x un sommet de o" à distance m' et z un sommet de o" à 
distance m' — 1. Le troisième sommet noté y est à distance m' ou m' — 1 selon que a est de type 
(a) ou (b). 

Il est impossible que la chambre a soit la seule du support de / contenant l'arête {x,y}. En 
effet, si c'était le cas, la valeur de d2{f) en {x,y} serait f{a) ou —f{a), qui est non nulle, ce 
qui est impossible puisque {x,y} n'est pas dans le support de d2{f). D'après le lemme [TTl la 
chambre a ne saurait donc être de type (a). On a prouvé que y est à distance m' — 1 et qu'il 
n'y pas de chambre de type (a) à distance m' dans le support de /. Une chambre du support de 
/ contenant {x, y} est donc de type (b) à distance m' et a est la seule qui satisfait ces critères 
par le lemme 17.11 On obtient une contradiction, donc m' ^ m. □ 

Lemme 7.3. — Pour tout z € {0, 1, 2}, le "K-module à gauche, ^«(X, C) est une somme directe 
de copies de Q^'^i . 

Démonstration. — Dans l'immeuble de G = GL3(F), les facettes de dimension i sont toutes 
conjuguées à ai sous l'action de G. Par ailleurs, pour € G, on a Ug.o-- = gUo--^"^ ( |3H §1]) et 
eUg-Ti ^ g . QV^i ^ Lg résultat s'ensuit. □ 

Lemme 7.4. — Soit A un idéal à droite de "K. On a : 



Démonstration. — L'inclusion du membre de gauche dans celui de droite est immédiate. Il s'agit 
donc de prouver que l'on a l'inclusion contraire, ce que l'on fait en raisonnant par l'absurde. 
Soit donc / G ^2(X, C) une fonction non nulle telle que d2{f) appartient à yi^i(X, C) mais 
n'appartient pas à yilm(f?2). S'il existe une chambre a dans le support de / telle que /(a) € 
yiC^"^, on note /' l'élément de =^2(X, C) de support a et prenant la même valeur que / en a. 



□ 



(7.1) 




(7.2) 
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On a donc d2{f') € Alm{d2) d'après le lemme [53] et. quitte à remplacer / par / — /', on peut 
supposer que : 

(7.3) fia) i AÇP'^ 

pour toute chambre a du support de /. Nous allons aboutir à une contradiction en suivant un 
raisonnement analogue à celui de la preuve de la proposition 17.21 

Soit m le plus petit entier ^ 1 tel que toutes les chambres dans le support de / soient contenues 
dans la boule (fermée de centre <to) et de rayon ra. Soit a une chambre à distance m dans le 
support de / : elle possède un sommet x à distance m et ses autres sommets y et z sont à 
distance ^ m. Au moins l'un des deux, disons z, est à distance m — 1. Remarquons qu'il est 
impossible que la chambre a soit la seule du support de / contenant l'arête {x,y}. En effet, si 
c'était le cas, regardons d2{f) ■ c'est une fonction dont la valeur en {x, y} est /(a) ou —f{a), qui 
est non nulle. Puisque l'on a supposé que d2{f) € A^i{X, C), c'est que cette valeur appartient 
à AC^i^'yi. On a donc : 

/(cr) G AQ^i-^yy n e^"^ = yie^"^ 

car C^^ est un facteur direct de Ç.^'^i comme IK-module d'après la remarque 15. 20| et en utilisant 
le lemme [7l3l Ceci est en contradiction avec ()7.3p . donc la chambre a n'est pas la seule du 
support de / contenant l'arête {x,y}. 

D'après le lemme EU la chambre a est donc de type (b), le sommet y est à distance m — 1. 
Ce raisonnement étant valable pour toutes les chambres du support de / à distance m, on sait 
qu'elles sont toutes de type (b). Mais alors, appliquant à nouveau le lemme \77ï] la chambre a 
est l'unique du support de / contenant {x, y} et l'on aboutit à une contradiction. 

On a ainsi prouvé l'égalité ()7.2p □ 

Notons respectivement =^i(0, m) C =^i(X, S) et =^2(0, m) C =^2(X, C) l'ensemble des fonctions 
de support inclus dans l'ensemble des arêtes à distance < m, respectivement des chambres à 
distance < m. Ce sont des sous-espaces stables sous l'action de "K. 

Lemme 7.5. — Soit A un idéal à droite de !K. On a : 

(7.4) 92(=^2(0,m)) nyi^i(0,m) = ylÔ2(^2(0, m)). 

Démonstration. — Seule l'inclusion du membre de gauche dans celui de droite mérite une 
vérification. Soit / une fonction de =^2(0, m) telle que d2{f) € A^i{<d,m) C yi^i(X, C). 
D'après l'égalité (|7.2|) . l'élément d2{f) appartient à yiImÔ2 ce qui signifie qu'il existe une fonction 
g G yi^2(X, e) telle que Ô2(/) = ^2(5). Mais 82 est injective, donc / G A^2Ç^, C) n =:^2(0, m) = 
A^2{0,m). □ 

L'espace =^o(X, C) s'identifie comme représentation de G et comme J{- module à gauche à 
l'induite compacte indj^^C^'^o de la représentation C^°"o de KZ sur laquelle on fait agir Z triv- 
ialement. D'après le corollaire l5.12l l'espace C^'^o s'identifie comme J{-module à gauche et comme 
représentation deK k "K (8>h C et C en est un facteur direct comme H-module d'après la propo- 
sition [STHl Le !K-module à gauche =^o(X, C) s'identifie donc au produit tensoriel IK ind^^ C 
et l'espace ind^^ C en est un facteur direct comme H-module. 
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L'espace ^i(X, C) s'identifie comme représentation de G et comme [K-module à gauche à 
l'induite compacte ind^^C^'^i de la représentation Ç}^'^i de l3^Z sur laquelle on fait agir Z 
trivialement. L'action de ^ sur 

gU 

"^1 se factorise par le quotient ^ j .jV ~ M. Par la proposition 
15.181 l'espace ÇP"^ s'identifie comme ?{-module à gauche et comme représentation de k 
en est un facteur direct comme H-module. Le !K- module à gauche ^i(X, G) 
s'identifie donc au produit tensoriel i^h ind^^C et l'espace ind^^C en est un facteur 
direct comme H-module. 

On considère l'application de transition di comme une application ind^^C^'^i — > ind^^C^'^o 
et l'on note di sa restriction à ind^^C^. D'après la définition de di, l'application di est à 
valeurs dans ind^^C 

Remarque 7.6. — Puisque di est IK-équivariante, elle s'identifie à l'application 

idji ® (9? : :K (g)H ind^^ — ^ :K Oh indg^ C 

de sorte que Imdi est isomorphe à !K®i{Imdi comme module à gauche, car J{ est un H-module 
libre d'après la proposition 15. 8[ 

7.2. Filtration de Imdi 

Soit m ^ 1. On rappelle les critères suivants, tirés du corollaire à la proposition 7 de [Sj chap. 
I, §2, n°6]. 

Lemme 7. 7. — Soit : — > E' ^ E — > E" — ?> une suite exacte de "K-modules à gauche. 

(1) On suppose que le 'K-module E" est plat. Alors, pour tout idéal à droite A de "K, on a : 

(7.5) yiE' = E'n^E. 

(2) On suppose E est plat et que, pour tout idéal à droite A de !K, on a l'égalité ( [7.5p . Alors 
le "K-module E" est plat. 

Proposition 7.8. — Le "K-module à gauche ^i{0,m) est plat si et seulement si Q^'^i est un 
"K-module à gauche plat, auquel cas ôi(^i(0,m)) est également plat. 

Démonstration. — La première assertion provient du fait que le IK- module à gauche =^i(0,m) 
s'identifie à une somme directe (finie) de copies de ÇP'^i . Supposons maintenant que le JC-module 
à gauche ^i{Q,m) est plat. Le CK-module ôi(=^i(0, m)) est isomorphe au quotient de =^i(0, m) 
par l'intersection de =^i(0, m) avec l'image de 82 par exactitude du complexe (j7.ip . D'après la 
proposition 17.21 cette intersection est égale à 92(.^2(0, m)). Les lemmes \77ï\ (2) et 17.51 assurent 
alors la platitude du module quotient 9i(=^i(0, m)). □ 

Puisque le J{-module Imdi est la limite inductive des (9i(=^i(0, m)), on obtient le corollaire 
suivant en appliquant [H Chapitre 1, §2, n°3, Proposition 2 (ii)]. 

Corollaire 7.9. — Si C^-i est un "K-module plat, alors le "K-module à gauche Imdi est plat. 

Corollaire 7.10. — Si ÇP''^ est un K-module plat, le K-module à gauche Imdi est un facteur 
direct de ^o(X, C). 
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Preuve du corollaire 7.10 — Par la remarque 17. 6| le IK-module Im9i s'identifie au produit ten- 
soriel (8>h Imc?]^. Le corollaire 17.101 sera prouvé lorsque l'on aura vérifié que le H- module à 
gauche \m.di est un facteur direct de ind^^ C. Ce résultat est donné par le lemme suivant. 

Lemme 7.11. — Si C^'^i est un 'K-module plat, le H-module à gauche Imdi est injectif. 

Démonstration. — On appelle ^^{0,m) l'intersection ind^^C'^ n^i(0,m). Le H-module à 
gauche Imdi est la limite inductive des di{^i{0,m)). Puisque H est un anneau noetherien, 
le théorème de Bass-Papp \23\ (3.46)] assure que le lemme sera démontré si l'on prouve que 
chaque H-module di{^i{0,m)) est injectif. Par auto-injectivité de H, il suffit de prouver que 
di{.^^{0, m)) est un H-module projectif, ou encore qu'il est plat par le lemme [T. 171 On remarque 
alors que <8>h di{.^i{0,m)) s'identifie à di{^i{0,m)) qui est un !K-module plat d'après la 
proposition 17.81 sous l'hypothèse que est un IK- module plat. On applique alors le lemme 

IS.llI et l'on obtient la platitude du H-module à gauche ôj'(^]^(0, m)). □ 

Le corollaire 17.101 est démontré. □ 

7.3. Etude de la platitude des modules universels lorsque q = p. 

On suppose désormais que q = p. 
7.3.1. Le :K-module C. — 

Proposition 7.12. — Supposons que q = p ^ 2. Le "K-module C n'est pas plat. 

Démonstration. — On a la suite exacte de [K-modules : 

(7.6) ^ imôi ^ j?o(x,e) ^ e ^ 0. 

Supposons que q = p + 2. Alors est un IK- module plat (voir l'exemple I5.2ip . Le corollaire 
TÏÏ] donne donc la platitude du !K-module \m.d\. Ainsi, d'après le lemme [6.10| si C était un "K- 



module plat, alors =^o(X, C) serait également un 5{-module plat. D'après les résultats rassemblés 
dans l'exemple 15.171 ce n'est pas le cas. Donc le ^{-module C n'est pas plat. □ 

7.3.2. Le Jf-module C. — Rappelons que l'on a un complexe exact de représentations de 

(7.7) ^ ^2(x, e') % ^i(x, e') ^ ^o(x, e') ^ e' ^ o 

obtenu en appliquant au système de coefficient (|7.1|) la projection ei : C ^ C qui est un 
idempotent central de ÎK'. Par ce même procédé de projection, les résultats du paragraphe 17.21 
sont préservés si l'on remplace C par C, C par C', par ÎK' et H par H'. D'après la remarque 
[021 le ?{-module e'^-^i est plat que q soit égal à p ou non. On en déduit le résultat suivant : 

Proposition 7.13. — Le "K' -module à gauche 9i(^i(X, C')) est un facteur direct de =^o(X, C). 

Le CK'-module ^o(X, C) est une somme directe de copies de C'^'^o qui est un CK'-module 
projectif sous l'hypothèse q = p (Exemple 15.171 (4)). D'après la proposition précédente et par 
exactitude du complexe (|7.7p . le !K'-module C est un facteur direct de ^o{X,Q'), et l'on a 
prouvé : 



MODULES UNIVERSELS DE GL3 SUR UN CORPS p-ADIQUE EN CARACTÉRISTIQUE p 



47 



Corollaire 7.14- — Si q = p, le Ji' -module à gauche C est projectif. 
En particulier, si q = p = 2, le "K-module à gauche C est projectif. 
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